1. METRICKY PROSTOR

1.1. Definice. Metrickym prostorem budeme nazyvat libovolnou mnozinu X
prvki, které nazyvame body, pokud na mnoziné X je déna tzv. vzddlenost, coz
je jakéakoliv jednozna¢na nezaporna realna funkce o(z,y), kterd je definovana pro
kazdou dvojici z, y € X a kterd spliiuje tyto t¥i podminky:

1) o(z,y) = 0, kdyz a jen kdyz x = y;

2) o(z,y) = o(y,z) Vr,y€ X (symetrie);

3) o(z,2) < o(z,y) + 0(y,2) Vz,y,z€ X (trojuhelnikovd nerovnost).

Metricky prostor se obvykle oznacuje symbolem
X = (X, o).

V ptipadech, kdy to nemutze vést k nedorozuméni, se metricky prostor oznacuje
stejnym symbolem jako mnozina jeho bodi, tj. symbolem X.

Uvedeme priklady metrickych prostorti. V této kapitole se omezime pouze na ty
prostory X = (X, ), kde mnozina X neni linearni prostor.

1.2. Priklad. Polozime-li pro prvky libovolné mnoziny

0 v pripadé z =y,

oto) = {

1 v pripadé z # v,
dostaneme metricky prostor. Lze jej nazvat prostorem izolovanych bodii.
1.3. Piiklad. Mnozina Q! racionalnich é&isel se vzdalenosti
of.y) = o = y] (11)

tvori metricky prostor Q!. Platnost prvnich dvou axiomt metriky je zfejmé; diikaz
trojuhelnikové nerovnosti je také snadny:

or,2) =|rv—z|=|lv—y+y—z2<|v—yl+|y— 2] =olx,y)+ oy, 2).

1.4. Piiklad. Necht X = (a,b) C R! je uzavieny interval. Zavedeme-li na X
metriku vztahem (1.1), dostaneme metricky prostor.

1.4. Piiklad. Méjme libovolnou turistickou mapu, kde vzdalenost (A, B) li-
bovolnych dvou bodt mérime prilozenim méfitka. Trojuhelnikova nerovnost

Q(Av C) < Q(Av B) + Q(Bv C)

plyne z toho, ze délka libovolné strany trojihelnika neni vétsi nez soucet délek dvou
zbyvajicich stran.



2. LINEARNI PROSTOR

2.1. Definice. Necht £ je neprazdnd mnozina prvku z,v, z,... a necht je spl-
néno téchto osm podminek:

I. Ke kazdym dvéma prvkim x, y € L je jednoznacné pritazen tieti prvek lezici
v L, ktery je nazyvany jejich soucet a oznacovany x + y, priCemz plati tyto ¢tyri
axiomy:

l.x+y=y+z (komutativnost),

2.2+ (y+2) = (r+y)+2 (asociativnost),

3. v L existuje takovy prvek (znac¢ime jej 6), ze x + 6 = x pro vSechny prvky
x € L (existence nulového proku),

4. ke kazdému prvku x € L existuje prvek, ktery znac¢ime —z, ze x + (—x) = 0
(existence opacného prvku). Pfitom misto z + (—x) = 6 piSeme prosté z — z = 6.
Podobné budeme misto z + (—y) prosté psat z — y.

I1. Ke kazdému ¢islu a néjakého ¢iselného télesa T a ke kazdému prvku x € L je
jednozna¢né prifazen prvek azx € L (tzv. soucin prvku x a ¢isla «), pficemz plati
tyto dva axiomy:

1. a(fzr) =(af)z a,peT, x €L,

2.1-x=2, 1e€T, xe€Ll.

III. Obé operace (tj. s¢itdani proki a ndsobeni prvku c¢islem) jsou svazany témito
dvéma distributivnimsi zakony:

l.(a+B)zr=azx+ Pz «a,feT, xeL,

20a(z+y)=ar+ay, a€T, z,yecLl.

Mnozinu £ potom nazyvame linedrnim nebo vektorovym prostorem nad ¢iselnym

télesem T'. Podle toho, zda ¢isly «, f3,... rozumime komplexni ¢isla, resp. redlna
¢isla, mluvime kratce o komplexnim, resp. redlném linearnim prostoru. Prvky linear-
niho prostoru £ ¢asto nazyvame body nebo vektory, kdezto ¢isla «, 3, ... nazyvame

skaldry. Vsude, kde nebude uvedeno néco jiného, budou nase avahy platit pro realné
linearni prostory.

Linearni prostor (at uz redlny ¢ komplexni) lze struéné charakterizovat jako
komutativni aditivni grupu, na které je definovano nasobeni skalarem tak, ze jsou
splnény axiomy II.1, I1.2 a IIL.1, II1.2.

V teorii grup se dokazuje, ze jak nulovy prvek 6, tak opac¢ny prvek —z k libo-
volnému prvku z existuje pouze jeden. Obé tvrzeni vzhledem k jejich dulezitosti
dokazeme:

2.2. T'vrzeni. V linearnim prostoru existuje pravé jeden nulovy prvek 6.

Diikaz. Existence nulového prvku 6 je zarucena axiomem 1.3. Abychom dokéazali
jeho jednoznacnost, predpokladejme, ze existuje jesté prvek 6* € L s vlastnosti

r+0"=x VrxeL.

Odtud
0+0"=0.
Naopak podle axiomu 1.3 plati
0" +60=0".
Vzhledem k axiomu I.1 plati § +6* = 6* + 6, takze z obou vztahti plyne §* = 6. 0O



2.3. Tvrzeni. V linearnim prostoru ke kazdému prvku x existuje pravé jeden
opacny prvek —x.

Diikaz. Existence opa¢ného prvku —z je zarucena axiomem I.4. Abychom do-
kézali jeho jednoznacnost, zvolme x € L libovolné, ale pevné, zavedme oznaceni
T := —x a predpokladejme, Ze existuje jesté prvek T* € L s vlastnosti

z+7T"=0.

S pomoci tohoto vztahu a axiomu 1.1, I.2 a 1.3 postupné dostaneme

coz jsme potiebovali dokazat. [

Nékteri (¢asto i renomovani) autofi jako Taylor [Tal, ¢i Kufner, John, Fuéik
[KFJ] pfipojuji k osmi axiomim z Definice 1 jesté devaty axiom, ktery v nasem
usporadani je nejvhodnéjsi zaradit do skupiny II:

I1.3. 0-x=60 0€T VxelL.

Dokézeme nyni, ze axiom II.3 (jehoz tvrzeni je pro teorii linedrnich prostort
velmi zavazné) neni v koncepci Definice 2.1 nezavislym axiomem, ale tvrzenim,
které plyne z Definice 2.1:

2.4. Véta. Necht 0 € T je nula (nulovy prvek) c¢iselného télesa T a 6 nulovy
prvek linearniho prostoru L. Potom pro kazdy prvek x € L plati 0-x = 6.

Diikaz. Zvolme x € L libovolné, ale pevné. Pomoci axiomu I1.2, vztahu 1 =140
a axiomu III.1 dostaneme

r=1-2=(14+0z=2+0-2z

a podle axiomu I.3 plati
r+60=ux.

Tyto vztahy davaji
r+0-z2=x+0. (2.1)

K obéma strandm tohoto vztahu prictéme opacny prvek —z zleva:
—z+(x+0-2)=—x+ (x+0).

Podle axiomu 1.2
(—x4+2)+0-2=(—z+z)+0.

Pomoci axiomu I.1 a pak 1.4 odtud dostavame
0+0-z=0+6.

Na levé strané uzijeme nejprve axiom I.1 a potom axiom I.3, takze leva strana se
rovna 0 - x; prava strana je podle axiomu 1.3 rovna 6. Dostavame tedy vysledek
0z =6, coz jsme chtéli dokazat. [



2.5. Poznamka (prvni zakon o kraceni). Kdybychom znali prvni zakon
o kraceni
r+y=z+z = y=-z, (2.2)

potom by tvrzeni 0 - z = 6 vyplynulo pfimo z (2.1).

Diikaz (2.2) je vSak snadny: k obéma stranam vztahu stojiciho na levé strané
implikace (2.2) pfipo¢teme —z, takze dostaneme:

(x4+y) —xz=(x+2) —=x.

Obé strany ziskaného vztahu nyni upravujeme podobné jako jsme upravovali obé
strany vztahu (2.1):

(z+y)—z=2z+@Wy—2)=zx+(—r+y)=(@—-2)+y=0+y=y+0=uy.

Zcela stejné dostaneme (x + z) — x = z. Tedy y = z, coz jsme chtéli dokazat.

Pomoci Véty 2.4 miuzeme odvodit v linedrnim prostoru £ konkrétni tvar opac-
ného prvku —z k libovolnému prvku z € L:

2.6. Véta. Necht x € L je libovolny prvek. Potom pro jeho opac¢ny prvek plati
—x=(-1) =z

Diikaz. Uzijeme-li axiomy I1.2 a III.1 v tomto poradi a pak Vétu 2.4, dostaneme
z+(-1)-z=1-24+(-1)-z2=(1+(-1) - z=0-2=40,

takze (—1) - z je podle axiomu I1.4 opa¢ny prvek k prvku z. [

Nyni dokézeme, ze Definice 2.1 je ekvivalentni s touto definici linedrniho pro-
storu:

2.7. Definice. Nechf £ je neprazdnd mnozina prvki z,¥, z,... a necht je spl-
néno téchto sedm podminek:

I. Ke kazdym dvéma prvkim z, y € L je jednoznacné pritazen tieti prvek lezici
v L, ktery je nazyvany jejich soucet a oznacovany x + y, pricemz plati tyto ¢tyti
axiomy:

l.ze+y=y+x (komutativnost),

2.2+ (y+2)=(x+y)+2z (asociativnost),

II. Ke kazdému ¢islu a néjakého ¢iselného télesa T' a ke kazdému prvku z € L je
jednoznacné prifazen prvek azx € L (tzv. soucin prvku x a ¢isla «), pficemz plati
tyto dva axiomy:

l.a(fz)=(af)r a,BeT, €L,

2.1-x=2x, 1€T, x€L.

3*. V L existuje takovy prvek O, Ze pro libovolny prvek x € £ plati 0 -z = O,
kde 0 € T je nula (nulovy prvek) télesa 7.

III. Obé operace (tj. s¢itdani prvki a ndsobeni prvku c¢islem) jsou svazany témito
dvéma distribucnimi zakony:

l.(a+B)zr=azr+ Pz «a,pfeT, xeL,

20a(z+y)=ar+ay, a€T, z,yecLl.



Mnozinu £ potom nazyvame linedrnim nebo vektorovym prostorem nad ¢iselnym

télesem T. Podle toho, zda cisly «, 3,... rozumime komplexni c¢isla, resp. realna
¢isla, mluvime kratce o komplexnim, resp. redlném linedrnim prostoru. Prvky linear-
niho prostoru £ ¢asto nazyvame body nebo vektory, kdezto ¢isla «, 3, . .. nazyvame
skaldry.

2.8. Véta. Definice 2.1 a Definice 2.7 jsou ekvivalentni, pficemz © = 6.

Diikaz. Vzhledem k Vété 2.4 spliuje linedrni prostor £ z Definice 1 vSechny
podminky Definice 2.7, pficemz © = 6.

Zbyvé dokazat, ze linearni prostor z Definice 2.7 je grupa s nulovym prvkem ©.
Co se tyce axiomu 1.3, dokazeme jej takto:

r+0=1-24+0-2=(14+0z=1-2=uz.
Nyni dokézeme, ze prvek (—1) - z spliiuje axiom I.4:
z+(-1)-z=1-24+(-1)-2=(1+(-1) - z2=0-2=0.

Jak v pripadé axiomu 1.3, tak axiomu 1.4 hraje prvek O roli nulového prvku. [OJ

Z hlediska poctu nezavislych axiomii je Definice 2.7 linearniho prostoru opti-
malni.

2.9. Tvrzeni. Plati

Diikaz. Podle Véty 2.6 a axioma II.1 a I1.2
—(ax) = (<1) - (ax) = (=1-a) -z = (a) -
coz je prvni z dokazovanych vztahti. Podobné

(-l a)-z=(a-(-1) - z=a-((-1)-2) =a- (—x). O

2.10. Tvrzeni. Pro libovolné prvky x ,y € L existuje pravé jeden prvek z € L
tak, ze z +y = x; tento prvek se nazyva rozdilem prvki r a y a znaci se z = x — y.

Dikaz. Polozme z = x4+ (—y), tj. definujeme z a ukdzeme, Ze tento prvek spliiuje
Tvrzeni 2.10. S pomoci axiomt 1.2, I.1, I.4 a 1.3 (v tomto pofadi) dostaneme

zty=(@@+(-y)ty=z+((-y)+y) =2+ @Y+ (-y)=2+0=u

Kdyby existoval jesté jeden prvek z* vyhovujici podmince Tvrzeni 10 (tj. z* +y =
x), potom

=4 0=+y+(-y)=E"+y +(-y)=z+(-y)=2 O



2.11. Tvrzeni. Vztah x =y je ekvivalentni se vztahem © — y = 6.

Dikaz. a) Jestlize z = y, potom
r—y=z+(-y)=y+(-y)=0.
b) Jestlize naopak x — y = 6, potom

y=y+@—-y)=y+(-y)|+r=z+6==x. O

2.12. Tvrzeni. Plati

Mz —y)=Xx—Ay; (A= p)x = Az — pz.

Dikaz. a) Podle I11.2, Véty 2.6 a Tvrzeni 2.9
Az —y) = Az + (—y)] = Az + A(—y) = Az + (-Ay) = Az — Ay
b) Podobné, podle I11.1, Véty 2.6 a Tvrzeni 2.9

A=—p)z=Az+ (—p)x = Az + (—px) = Az — pz. O

2.13. Tvrzeni. Plati \§ = 0.

Driikaz. Skutecné,

M=X0-2)=A-0z=0-z=090. O

2.14. Tvrzeni. Pokud Az =6 a A # 0, potom = = 0.
Diikaz. Skutecné,

le-xz(%-A)a:z%(Ax)z%QzQ. O

2.15. Tvrzeni (druhy zdkon o kraceni). Pokud Az = Ay a A # 0, potom
x=1y.

Dikaz. Tvrzeni plyne z Tvrzeni 2.14, Tvrzeni 2.12 a Tvrzeni 2.11. [
2.16. Tvrzeni. Pokud Az =0 a x # 0, potom \ = 0.
Diikaz. Skutecné, kdyby bylo A # 0, potom by podle Tvrzeni 2.14 bylox = 6. [

2.17. Tvrzeni (tfeti zdkon o kraceni). Pokud Az = px a © # 6, potom
A= p.

Dikaz. Me =pr=> M —pr=0=A—pr=0=>1—p=0. O



2.18. Priklad. Linearni prostory, které se nejcastéji studuji ve funkcionalni ana-
lyze a pouzivaji v aplikované funkcionalni analjze, jsou prostory funkci. V téchto
prostorech je s¢itani prvki a nasobeni prvku skalarem definovano prirozenym zpu-
sobem: Necht F = {f, g, h, ...} je neprazdnd mnozina funkci definovanych na mno-
zing Q C RV tj.

f=r@), t=(t,...,tn) € Q.
Soucet f + g funkci f, g a ndsobek A - f funkce f skaldrem A definujeme takto:

(f+9)@)=Ft)+9@), (A-N)E)=Ar-f(t) VEie
V této mnoziné je nulovym prvkem funkce, ktera je identicky rovna nule, tj.
6(t) =0 VteQ,
a opacnou funkci k funkci f funkce

(=) = (=1)- f(t) = —f(t) VieQ

Je-li F napf. mnozina spojitych funkci na , potom pii takto zavedeném séitani
funkci a nasobeni funkce skalarem je F linearni prostor, protoze jak f + g, tak A- f
jsou funkce spojité na §, takze viech osm axiomt Definice 2.1 je splnéno. Podobné
mnozina ohranic¢enych funkci na §2 ¢i mnozina riemannovsky integrovatelnych funkci
na {2 jsou linearni prostory.

3. NORMOVANY PROSTOR

V linearnim prostoru kromé operace s¢itani prvki a operace nasobeni prvku ska-
larem se zavadi jesté néjakym zpiisobem operace limitniho prechodu. Nejvhodnéjsi
zpiisob, jak to udélat, je zavést v linearnim prostoru normu. !

3.1. Definice. Linearni prostor £ se nazyva normovany, jestlize kazdému prvku
x € L je piifazeno realné nezaporné cislo ||z||, které se nazyva norma prvku =z,
pricemz plati:

1. ||z|| = 0, kdyz a jen kdyz x = 0;

2. ozl = fed - |l2][;

3. |l +yll < ||z|| + |yl (trojihelnikova nerovnost).
Protoze se zabyvame pouze linedrnimi prostory, budeme normované linearni pro-
story stru¢né nazyvat normovanymi prostory.

Snadno je vidét, ze kazdy linedrni normovany prostor je soucasné metrickym
prostorem; staci polozit
o(z,y) = llz—yll.
Platnost prvniho a druhého axiomu metrického prostoru bezprostredné vyplyva
z prvni vlastnosti normy; tfeti axiom snadno pomoci trojihelnikové nerovnosti pro
normu a asociativnosti souc¢tu (viz Definici 2.1, axiom 1.2):

oz, 2) =z =zl =l —y+y—zll =z —y) + (y = 2)[| <
<z =yl +1ly — 2l = oz, y) + e(y, 2).
Uvedeme néekteré priklady normovanych prostort.

1Pozdéji ukdzeme, Ze existuji linedrni prostory, ve kterych nelze normu zavést, tj. které nelze
normovat.



3.2. Piiklad. Reéln4 osa R!, tj. mnozina vsech realnych é&isel s obvyklymi arit-
metickymi operacemi s¢itani a nasobeni, je linedrnim prostorem. Prostor R! se stane
normovanym prostorem, ktery budeme znacit R', jestlize pro kazdé ¢islo x € R!
polozime ||z|| := |z|. Dtikaz trojuhelnikové nerovnosti:

[ +yll = [z +y[ < fa] + |y = ll=]] + [ly]]-

3.3. Priklad. Mnozina vSech usporadanych n-tic readlnych, popt. komplexnich
Cisel x = (x1, xa, . .., Ty ), kde s¢itani n-tic a nadsobeni n-tic konstantou je definovano
vztahy

CU"’Z/: ($1;-T27---7$n)+(Z/173/27---;?/n): ($1+y17$2+y27"'7$n+yn)7

ar = (T, Toy ..., Ty) = (@21, ATa, . .., Ay,

je linedrnim prostorem, ktery budeme nazyvat n-rozmérnym prostorem. Nulovy
prvek je dan vztahem
6 =(0,0,...,0)

a pro opacny prvek plati
—z=(—2%1,—%2,...,—Tp).

Jde-li o n-tice redlnych ¢isel a jsou-li multiplikativni konstanty také realna cisla, bu-
deme mluvit o realném n-rozmérném prostoru a pouzivat oznaceni R™. Jde-li vSak
o n-tice komplexnich cisel a jsou-li skalary také komplexni ¢isla, budeme mluvit
o komplexnim n-rozmeérném prostoru a pouzivat oznaceni C”. Realny n-rozmérny
prostor je tedy redlnym linearnim prostorem a komplexni n-rozmérny prostor kom-
plexnim linedrnim prostorem.

Normu v realném n-rozmérném prostoru R” s prvky = = (z1, 22, ..., z,) definu-
jeme obvykle predpisem

(3.1)

je to tzv. euklidovskd norma. Tim dostdvame normovany prostor R%5. Vztah

n

oa(w,9) = llz = yllz = || S (on — )

k=1

definuje v prostoru R" euklidovskou metriku. Ptislusny metricky prostor budeme
znacit stejnym symbolem jako normovany prostor, tj. RY.

Dokazme trojuhelnikovou nerovnost pro euklidovskou normu (3.1). Uzijeme k tomu
Cauchy-Bunakovského nerovnost, jejiz dikaz 1ze najit v Poznamce 4.7:

n 2 n n
1



Uvazujme v R™ body
a=(ay,as,...,an), b=(b1,ba,...,byn).

Podle (3.2) plati

n

Zak—I—bk Zak+22akbk+2b2

k=1

n n 2
<Zak—|—2 Zaksz—FZbk—( Za%—i— Zlﬁ) )
k=1 = k=1 k=1

odkud po odmocnéni dostavame Minkowského nerovnost (pro p = 2)

n n

Z(ak + bk)2 = Z a,% + Zb’% (33)
k=1

Odtud vzhledem k (3.1)
la+bl[2 < llall2 + [[bll2-

3.4. Priklad. V linearnim prostoru R" lze definovat normu také predpisem
n
lll = |l (3.4)
k=1

v tomto pripadé vznikly normovany prostor znac¢ime symbolem R7. Dalsi dilezity
normovany prostor R vznikne, kdyz v R" zavedeme normu predpisem

e = max [z, (35)

Normy (3.4), (3.5) definuji v linearnim prostoru R” metriky

n

01(z.y) :kz_:l|flfk — Ykl Ooo(z,y) = max. |zK — Ykl

Vzniklé metrické prostory znacime stejné jako korespondujici normované prostory,

tj. symboly R} a R7..
V komplexnim n-rozmérném prostoru C" lze zavést normu vztahem

lll2 =

nebo kteroukoliv z norem (3.4), (3.5).



Dokazme trojihelnikovou nerovnost pro normu (3.4):

n n n n
lz+yll =D lew +yul < Y (lzal +lyl) < Y laal + D lysl = Nzl + [yl
k=1 k=1 k=1 k=1

V piipadé normy (3.5) postupujeme pii diikazu trojuhelnikové nerovnosti takto:
Nechf kg je ten z indext 1,...,n, pro ktery v pfipadé zvolenych prvkia z, y € R™
plati

|z + ylloo = max. [Tk + Ykl = |Tro + Yol

Plati
(o + Uo| < ol + o < miax fa] + max fye] = |zljoo + [[yoc-
Spojenim ziskanych vztahi dostaneme hledanou trojuihelnikovou nerovnost pro

normu (3.5).

3.5. Priklad. V n-rozmérném linedrnim prostoru (jak R™, tak C") je mozné
také definovat normu vektoru x vztahem

Jall, = (Z w)% (b= 1). (3.6)

k=1

V piipadé R" tak dostaneme normovany prostor R7. Normy ||z[|1, ||z|l2, [|#]e
a prostory RY, Ry, R7, jsou specidlnimi piipady normy |[|z|[, a prostoru R} pro
p=1,p=2ap=oco. Dokdzat, ze vyraz ||z|, dany vztahem (3.6) spliiuje prvni
dva axiomy normy, je snadné, ale dikaz trojuhelnikové nerovnosti je komplikovany.
Tento ditkaz je totozny s diikazem Minkowského nerovnosti pro obecné p > 1

(z": jak +bk|p)% = (i |ak|”>% + (zn: Ibkl”>%; (3.7)
k=1 h—1 ot

je uveden v kapitole 5. Z (3.7) dostavame vzhledem k (3.6) hledanou trojihelnikovou
nerovnost

lz +yllp < llzllp + [[yllp-
3.5a. Poznamka. Plati

leoc = Jim |, Vo € RE. (35

Tim je vysvétleno, pro¢ v Pfikladu 3.5 tvrdime, Ze norma ||z|~ je specidlnim
pfipadem normy ||z||,. Abychom vztah (3.8) dokazali, zvolme x € R™ libovolng, ale
pevné, a piSme vztah (3.6) ve tvaru

n 1 n 1
p p

— P — _ AP
(e[ <k§:1lwk|> @agnml(g:ll k|> :
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kde

T
Ay = ——.
"7 max ||
1<j<n
Protoze |Ag| <1 (k=1,...,n), pficemz pro alespon jeden index (oznac¢me jej ko)

plati |Ag,| = 1, dostavame

1
P
i E P —
ph—yolo <k_1 |Ak| > = 1.

Odtud plyne vztah (3.8).

3.6. Piiklad (jednotkova kruZnice v R? pf¥i riiznych norméch). Uvedme,
jak bude vypadat jednotkova kruznice v R? dana vztahem

lzll, =1, z€R? (3.9)

v pripadech p =1, p =2 a p = c0. Pro p = 2 je to klasicka kruznice s polomérem
r = 1, pro p = oo je to ¢tverec s vrcholy (1;1), (—1;1), (—=1;—1), (1;—-1) a pro
p = 1 &tverec s vrcholy (1;0), (0;1), (—=1;0), (0; —1).

Uvazujeme-li vztah (3.9) pro p spojité se ménici od p =1 do p = oo, potom graf
této ,kruznice“ se bude spojité deformovat od ¢tverce odpovidajicimu normé ||z||;
(pfes kruznici odpovidajici normé ||z||2) do ¢tverce odpovidajicimu normé ||z|| -

3.7. Ptiklad (jednotkova koule v R® p¥i rtiznych norméach). Uvedeme,
jak vypada jednotkova koule v R?® dand vztahem

lz|[, =1, z€R’ (3.10)

v piipadech p = 1, p = 2 a p = oo. Pro p = 2 je to klasickd kulova plocha
s polomérem r = 1, pro p = oo je to povrch krychle s vrcholy (£1;+1;+1) a
pro p = 1 povrch pravidelného osmisténu s vrcholy (1;0;0), (0;1;0), (—1;0;0),
(0; =1;0), (0;0; 1), (0;0;1).

Uvazujeme-li vztah (3.10) pro p spojité se ménici od p = 1 do p = oo, potom
graf této ,kulové plochy“ se bude spojité deformovat od osmisténu odpovidajicimu
normé ||z||; (pfes kouli odpovidajici normé ||z||2) do krychle odpovidajici normé
12| oo -

3.8. Priklad. Mnozina vsech spojitych realnych funkci redlné proménné na seg-
mentu <a, b> (popf. spojitych komplexnich funkci realné proménné) s béznymi ope-
racemi s¢itdni funkei a nasobeni funkce ¢islem (viz Piiklad 2.18) je realny (popf.

Iyze. Znacime jej C°(a,b).
Definujeme-li v linedrnim prostoru C’O<a, b> normu vztahem

I fllosian) = max |£(2)], (3.11)

dostaneme normovany prostor, ktery budeme znacit stejnym symbolem C’0<a, b>
jako vychozi linedrni prostor. Dtkaz, ze vztah (3.11) definuje skuteéné normu, je
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snadny. Omezime se na trojuhelnikovou nerovnost: Zvolme funkce f,g € Co<a, b>
libovolné, ale pevné. Necht ¢ty € <a,b> je cislo, které v pripadé zvolené dvojice
splnuje vztah

max |f(t) 4+ g(t)| = |f(to) + g(to)|-

a<t<b

Plati

7 (t0) + g(to)| < 1 (t0)| + lg(t0)] < max |7(0)] + max lg(t)|.

Spojenim ziskanych vztahti dostavame vzhledem k (3.11)

1f + gllcoas < 1 fllcofap + 19llcofa,p)-

Metrika korespondujici normé (3.11) mé tvar

ecofan)(f;9) = max |f(t) — g(t)].

a<t<b
Prislusny metricky prostor opét oznacujeme symbolem Co<a, b>.

3.9. Priklad. Zavedme na linedrnim prostoru C’0<a, b> normu

1 fllegfae) = (/ab[f(t)]2dt> % (3.12)

Tento normovany prostor budeme znagcit C9 <a, b> a nazyvat prostorem spojitych
funkci s kvadratickou normou. V tomto pripadé je splnéni prvnich dvou axiomu
vzdalenosti zfejmé; trojuhelnikova nerovnost pak vyplyva ze Schwarzovy nerovnosti
(coz je integralni tvar Cauchy-Bunakovského nerovnosti), kterd zni (viz Poznamku

| [ somoa] < [ [ sranf [ o .

S pomoci (3.13) nalezneme

b b b b
/ (1) + y(1))? dt = / (2(t))2 dt + / (w(t))? dt +2 / £(t)y(t) dt <

S/ab(a:(t))th+/b(y(t))th+2‘/bx(t)y(t)dt‘ <
g/ab(a:(t))2dt+/ dt+2\// T2(t dt\// t)dt =

Odmocnénim dostavame Minkowského nerovnost v integralnim tvaru pro p = 2:

\// t) +y(t 2dt<\// 2dt+\// )2 dt. (3.14)




Odtud vzhledem k (3.12) dostavame trojihelnikovou nerovnost

1+ 9llegias < I llcoras + 19llcoa,s-

Odpovidajici metrika ma tvar

coyon(on) = ( () - y(t))? @) " (3.15)

Vysledek tohoto prikladu lze ziskat snadnéji s pomoci vysledkd kap. 4 takto: Snadno se oveéri,
ze vyraz (z,y) = f; z(t)y(t) dt splituje axiomy skalarniho soué¢inu z Definice 4.1. Tedy podle Véty
4.5 je ||z|| :== v/(z, z) norma, jejiz trojuhelnikova nerovnost mé v tomto p¥ipadé tvar Minkowského
nerovnosti (3.14).

3.10. Priklad. Prostor /s vSech posloupnosti z = {z;}72 , které spliuji pod-

minku
o0

> |wl? < +oo, (3.16)
k=1

se stane linedrnim normovanym prostorem, definujeme-li, Zze soucet dvou prvki

= (T1,%2, ..., Tpy-..) a& Y= Y1,Y2,- s Yny---)

z ly je roven
r4+y=(r1+y1,22+ Y2, s T+ Yny...)

a Ze soucin ¢isla a a prvku x € [y je dan vztahem
ar = (T, e, ..., 0Ly, ... ).

Nulovym prvkem 6 € [5 je nulovd posloupnost a opa¢nym prvkem k prvku z je
posloupnost
—L = (—%1,—Z2y.eny—Tpy.-.)-

Skutecnost, ze souc¢et dvou posloupnosti spliiujicich podminku (3.16) také vyhovuje
této podmince, plyne z elementarni nerovnosti

|ak + bk|2 < 2|ak|2 + 2|bk|2.

Normu v I3 definujeme vztahem

[ lli, =

PRETYRE (3.17)
k=1

Ze norma (3.17) spliiuje prvni dva axiomy normy, je ziejmé. Dokazme trojthelni-
kovou nerovnost: Pfejdéme v Minkowského nerovnosti

<kz:(33k + yk)2> ” < (;Z:lﬂ?i) - + (;Z:lyi) -
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k limité pro n — oo; dostaneme

(f]yk +an)?) " (fjxk)/ ¥ (i:jyk) - (3.18)

Podle (3.16) je prava strana nerovnosti (3.18) kone¢néd. Pomoci (3.17) muZzeme
(3.18) prepsat na tvar
12+ ylle < Nl + Nyl

coz je hledana trojihelnikova nerovnost.
Metrika korespondujici normé (3.17) mé tvar

00
le(xvy): Z|$k_yk|2'
k=1

3.11. Priklad. Linearni prostor c sestava ze vSech konvergentnich posloupnosti.
Linearni prostor ¢g sestava z posloupnosti © = (z1,22,..., &y, ...) redlnych Eisel,
které splnuji podminku

lim z,, = 0.

n—0o0
Scitani prvkl a nasobeni prvku skalarem se definuji v prostorech ¢ a c¢g stejné jako
v Ptikladu 3.10 a norma je v téchto prostorech dana vztahem

- . 1
o) = max_la| (3.19)

3.12. Priklad. Mnozina M vSech ohranienych posloupnosti z = {x;}%°
realnych (popf. komplexnich) ¢isel s tymiz operacemi jako v Piikladech 3.10 a 3.11
je linearni prostor. Normu v ném muiizeme zavést vztahem

|z|| = sup |z, (3.20)
1<n<oco

Je tfeba poznamenat, Ze v (3.20) nelze nahradit symbol sup symbolem max: Uva-
zujme napt. posloupnost {x, }, kde

Potom sup |z,,| = supz,, = 3, kdezto max |z, | neexistuje.

4. SKALARNI SOUCIN. UNITARNI PROSTOR

Obecny linearni prostor nad ¢iselnym télesem 7' jsme znacili £. Je-li T = R
(téleso redlnych ¢isel), budeme znacit redlny linearni prostor symbolem R; je-li T =
C (téleso komplexnich ¢isel) budeme znacit komplexni linedrni prostor symbolem
C.
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4.1. Definice. Skaldrnim soucinem v redlném linedrnim prostoru R nazyvame
redlnou funkci (x,y), kterd je definovana pro kazdou dvojici prvka z,y € R a
spliiuje tyto podminky (z,z1, 22,y € R, A1, A2 jsou redlna ¢isla):

1. (2,y) = (v,2) (symetrie);

2. (M1 + Aoz, y) = A1(21,y) + Ae(x2,y)  (linearita);

3. (z,z) > 0, pficemz (z,z) = 0, kdyz a jen kdyz = = 6.

Poznamka. Linearita skalarniho souc¢inu je ekvivalentni soucasné platnosti adi-
tivity a homogenity skalarniho soucinu, kde

2a. (ml + T2, y) = (1}1, y) + ($27 y) (adzthta),

2b. (Az,y) = A(z,y) (homogenita);

Misto podminky 2 se v definici skalarniho souc¢inu nékdy uvadéji podminky 2a, 2b.

4.1.*% Definice. Skaldrnim soucinem v komplexnim linedrnim prostoru C nazy-
vame komplexni funkei (z, y), kterd je definovana pro kazdou dvojici prvki z, y € C
a spliiuje tyto podminky (z,x1, 22,y € C, A1, A2 jsou komplexni ¢isla):

1. (z,y) = (y,z) (antisymetrie);
2. (M1 + Aoz, y) = A1 (21,y) + A2(x2,y)  (linearita);
3. (z,z) > 0, pticemz (x,z) = 0, kdyz a jen kdyz = = 6.

4.2. Tvrzeni. Skalarni soucin v komplexnim linearnim prostoru ma také tyto
vlastnosti:

a) (z, Ay1 + py2) = Az, y1) + A(z, y2);
b) (2,0) = (6.y) = 0.

Dikaz. a) Podle axiomt 1 a 2 Definice 4.1* a vlastnosti komplexnich ¢isel plati:

(, Ay1 + py2) = Ay + py2, ) = Ay, ©) + (py2, x) =
= (A\y1, 2) + (py2, 2) = X (y1,2) + B (y2. 2) = @, y1) + Az, y2).

b) Plati
(,0-y)=0-(z,y) =0. O

4.3. Definice. Linearni prostor, v némz je definovan skaldrni soucin, se nazyva
unitdrni prostor.?2 V unitarnich prostorech R a C se norma zavadi vztahem

]l = v/ (2, ). (4.1)

Ukézeme, ze z podminek 1 — 3 skaldrniho soucinu plyne, ze vSechny pozadavky
kladené na normu jsou piitom splnény.

Skutec¢né, splnéni podminek 1 a 2 z Definice 3.1 je zfejmé; platnost trojihelnikové
nerovnosti vyplyne ze Schwarzovy nerovnosti, kterou nyni dokazeme:

2V angli¢tiné se uziva nazvu ,Euclidean space“, v ¢estiné se také pouziva terminu ,prostor se
skalarnim soucinem®.
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4.4. Véta (Schwarz). Necht U je unitarni prostor (U = R neboU = C). Potom

@, y)| <l -yl Vz,y U (4.2)

Dikaz. a) Pripad redlného unitdrniho prostoruU: Méjme tento kvadraticky troj-
¢len realné proménné A, ktery je podle treti vlastnosti skalarniho souc¢inu nezaporny
pro vSechny hodnoty A:

0< o\ = Az +y, Az +y) =\(z,2) + 2\ (2,9) + (1, 9) =

(4.3)
= [l2[2A% + 2(z, ) A + [ly[|* -

Aby tato kvadratickd nerovnost byla splnéna pro vSechna A (a pro pevnou dvojici
x, y, jinak libovolnou), musi mit ¢(A) bud jeden dvojny redlny kotfen, nebo dvo-
jici komplexné sdruzenych kotent,? tj. diskriminant tohoto kvadratického trojélenu
musi byt nekladny:

4|(z,y)* — 4llz|* - lylI* < 0.
To je vSak jinak napsand nerovnost (4.2).

b) Pripad komplezniho unitdrniho prostoru U: Uvazujme vztah

0< (z+ Ay, x4+ Ay) = (z,2) + Az, y) + My, 2) + A My, y) =

— ol + (@ 9) + Ay ) + NPl o
Podle tretiho axiomu je tento vyraz nezaporny pro libovolné A. Pfedpokladejme, ze
lyll?> = (y,y) > 0 (v opa¢ném piipadé je y = 0 a dokazovana nerovnost je zfejm4)
a polozme
_ (&)
lyl*

Dosazenim do pravé strany (4.4) potom dostaneme

| 2

2 2
||.T||2 _ |($7yg| . |($7y;| + |($7y3 > 07
[yl [yl Iyl

tj. [|z[1*[lyl]* = |(z,y)* > 0, coz dokazuje (4.2). O

Poznamenejme, Ze postup v ¢asti b) ditkazu Véty 4.4 lze uzit i v ¢asti a) téhoz
dtkazu. Postup uzity v ¢asti a) je vSak geometricky velmi nazorny.

Vratme se k ditkkazu trojuhelnikové nerovnosti a ostatnich axiomt pro normu
(4.1).

3To proto, ze graf funkce ©(\) je parabola nad vodorovnou osou (kterou probihd parametr
A), kterd mé s vodorovnou osou spoleény nanejvys jeden bod (pfipadny bod dotyku paraboly
s vodorovnou osou).
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4.5. Véta. Necht pro unitdrni prostor plati bud U = R, nebo U = C. Potom
vyraz ||x|| dany vztahem (4.1) spliiuje vSechny t¥i axiomy normy uvedené v Definici
3.1.

Diikaz. a) Jak nezapornost vyrazu |z| daného vztahem (4.1), tak vlastnost 1
uvedend v Definici 3.1 plynou z vlastnosti 3 uvedené v Definicich 4.1 a 4.1*.

b) Vztah ||Az| = |A| - ||z je v pfipadé U = R zfejmy; dokadzeme jej proto pouze
v ptipadé U = C:

Azl = V/(Az, Az) = \/ A+ Mz, 2) = VA (2, 2) = AV (2, 2) = |A] - ]

c) Z definice normy, faktu, ze vyraz (x,y)+ (y, x) je realné ¢islo, a Véty 4.4 plyne:

o+ yl* = (= +y, 2 +y) =2 + (z,9) + (g, 2) + [ly[|* <
< lll® + (2 ) + (v )| + lyl* < ) +2[(z, )| + [ly]]* <
< l)l® + 2ll2l - Nyl + lyll* = (=l + llyl)>.
Odmocnénim dostavame trojihelnikovou nerovnost. [
4.6. Piiklad (skalarni sou¢in v R" a C"). Jestlize z,y € R", potom definu-
jeme

n
(T,y) = z191 + T2y2 + - + TpYp = Zflfkyk- (4.5)
k=1

V tomto ptipadé se axiomy Definice 4.1 snadno ovéii.
Jestlize x,y € C", potom definujeme

n
(€,9) = 217, + 22T+ + TnTp = Y ThT- (4.6)
k=1

Také v tomto piipadé se axiomy Definice 4.1* snadno ovéri.

4.7. Poznamka (Cauchy-Bunakovského nerovnost v R"). Z Véty 4.4 (kde
vystupuje vztah (4.2)) a vztaha (4.1) a (4.5) plyne

< Zx% Zy% (4.7)

4.8. Priklad (skalarni soucin v C’S<a, b>) Skalarni soucin v Cg<a,b> je de-
finovan vztahem

b
(f.g) = / F (g () dt. (4.8)

V tomto ptipadé se axiomy Definice 4.1 snadno ovéri.
Zobecnime-li prostor Cg<a, b> na pfipad komplexnich funkci redlné proménné ¢,
potom skalarni soucin definujeme vztahem

(f.9) = / F(t)g(t) dt. (4.9)

Také v tomto pripadé se axiomy Definice 4.1 snadno ovéri.
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4.9. Poznamka (Schwarzova nerovnost). 7 Véty 4.4 a vztahi (4.1) a (4.8)

plyne
‘/abf(t)g(t) dt‘ < \//ab F2(t) dt\//abg2(t) dt. (4.10)

4.10. Charakteristicka vlastnost unitarnich prostort. Necht R je nor-
movany prostor. Chceme védét, jaké doplnujici podminky musi spliiovat norma
definovana v prostoru R, aby prostor R byl unitarni, tj. aby v ném norma byla
definovana néjakym skaldrnim soucinem. Jinak feceno, chceme veédét, jak je tieba
charakterizovat unitarni prostory v tiidé vSech normovanych prostort. Takovou
charakteristiku dava tato véta:

4.11. Véta. Normovany prostor je unitarni, kdyz a jen kdyz pro libovolné dva
prvky f,g € R plati rovnost

1f + gl + 1 = gll* =21 + llgl?) - (4.11)

Diikaz. Nutnost. Nechf R je unitarni prostor. Podle definice normy pomoci ska-
larniho soucinu plati

If+alP+1f—gl?=F+g.f+9)+(F—9.f—9) =
=(f, )+ (f,9)+ (9, f)+(9,9)+
+(f, f) = (f,9) — (9, )+ (g.9) =201 71 + llg]1?) -
na [KF2, str. 186-188]. [J

4.12. Poznamka. Vztah (4.11) je zobecnénim znamé vlastnosti rovnobézniku
v roviné: Soucet druhych mocnin délek uhlopricek rovnobézniku se rovna souctu
druhgch mocnin délek jeho stran. Vzhledem k tomu, Ze cos @ = — cos(m — ), plyne
uvedend vlastnost z dvojiho uziti kosinové véty a nasledného souctu vysledk.

4.13. Piiklad. Méjme prostor R}, v némz je norma definovana vztahem

n 1/p
el = (Z |xk|p) .

k=1

Pro p > 1 plati vSechny axiomy normy, ale unitarnim prostorem bude prostor Ry
pouze pro p = 2. Skute¢né, méjme v prostoru R dva vektory

f=(1,1,0,0,...,0), ¢g=(1,-1,0,0,...,0).

Potom
f+9=(200,....0), f—g=1(0,2,0,...,0).

Odtud
1fllp = llglly =22, 1If +9llp = If — gl =2,

takze rovnobéznikova identita (4.11) v pfipadé p # 2 neplati.
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4.14. Priklad. Méjme prostor C'O<O7 %71’> v8ech spojitych funkci definovanych
na segmentu <O, %71’> Polozme

f(t) =cost, g(t) =sint.

Plati
1£1l = 1llgll =1
a
|f+gll= max |cost+sint| =2,
0<t<n/2
|f —g|l| = max |cost—sint|=1.
0<t<n/2
Odtud

1F + gll* + 11F = gll* # 21717 + [lg11) -

Normu v prostoru C’O<O, %71’> tedy nelze definovat pomoci zadného skaldrniho sou-
¢inu. Zobecnénim tohoto prikladu se snadno dokaze, ze ani prostor Co<a, b> vsSech
spojitych funkci definovanych na libovolném segmentu <a, b> neni unitarnim pro-
storem.

4.15. Uhel mezi vektory. Na stfedni gkole jsme si ve fyzice definovali, Ze prace
L, kterou vykona konstantni sila F po pfimé draze s je ddna vztahem

L = Fscosy, (4.12)

kde F', resp. s, je velikost sily F, resp. drahy s, a kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory
F as. V piipadé, kdyz ¢ = 7, jsme fikali, Ze sila F po dréze s zddnou praci nekona,
protoze v tomto pripadé je podle (4.12) L = 0. Pozdéji jsme se dozvédéli, ze prace
L je skalarnim soucinem vektoru sily F a vektoru dréahy s. Tyto vysledky a vztahy
mizeme v pripadé unitarniho prostoru zobecnit takto:

4.16. Definice. Uhel ¢ mezi dvéma, libovolnymi prvky z, 3 unitarniho prostoru
U definujeme vztahem

(z,y)
cosp = —90_ (4.13)
]l - Myl
cili (1)
T,y
= arccos ———-—-. (4.14)
[l [yl

Pokud ¢ = 7, tj. pokud (z,y) = 0, potom fikdme, ze prvky z,y jsou ortogondlni.

4.17. Priklad. Neni obtizné dokézat, ze libovolné dva prvky nekonec¢ného sys-
tému funkci
{1, cost,sint, cos2t,sin 2t, ..., cosnt,sinnt, ...} (4.15)

jsou k sobé ortogonalni v prostoru CY(—m,7) i v prostoru C9{c, c + 27), kde c je
libovolné pevné realné ¢islo. Tento vysledek je jednim ze zdkladnich néastrojt teorie
Fourierovych rad, které jste probirali ve 3. semestru.
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4.18. Priklad (nemetrizovatelny linearni prostor). V poslednich dvou pfi-
kladech kapitoly 4 uvedeme ptiklady linearnich prostorti, ve kterych nelze definovat
ani normu, ani metriku, natoz skalarni soucin. Uvazujme rovinu (¢, s), kde na vo-
dorovnou osu ¢t nandsime ¢as (napft. v sekundach) a na svislou osu s polohu (napi.
v metrech). Grafem rovnomérného pfimocarého pohybu je pak pfimka o smérnici c,
coz je rychlost tohoto pohybu. Nejobecnéjsi rovnice takového pohybu je s = sg+c-t,
kde sy je pocatecni poloha. Podobné s = sg + vot + %at2 je obecna rovnice rovno-
meérné zrychleného primocarého pohybu, kde sg je pocatecni poloha, vy pocatecni
rychlost a a zrychleni tohoto pohybu.

Napf., zname-li pouze graf pohybu s = ct, mizeme rychlost ¢ zjistit pouze tim
zpusobem, Ze vypocteme smérnici této pfimky pomoci zméteni soutadnic (¢1, s1),
(t2, s2) dvou libovolnych bodu této primky:

S2 — 81

to —t1

Pojem uhlu mezi dvéma pfimkami v roviné (¢,s) nemd smysl, takze nemizeme
urc¢it tangentu thlu pfimky s = ¢t s vodorovnou osou t. Podobné v roviné (¢, s)
nelze hovotit o vzdélenosti mezi dvéma body (t1, s1), (t2, s2), protoze kazda z obou
soufadnic ¢, s ma jiny fyzikalni rozmér. Strucné: Rovina (t, s) nemd vlastnosti eukli-
dovské roviny; vzddlenost a uhel tam nemagi smysl — v takové rovine ma vsak smysl
pojem rovnobéznosti primek ¢i smérnice primky.

4.19. Priklad. Podobné, mérime-li zavislost néjaké délkové veli¢iny na jiné dél-
kové veli¢iné a v roviné (z,y) nandsime kazdou z téchto veli¢in v jiném méritku,
pracujeme v neeuklidovském dvojrozmérném linedrnim prostoru. Pojem vzdalenost
dvou bodt a tihel mezi pfimkami nemé v tomto prostoru opét smysl.

4.20. Poznamka. Rovinu (¢,s) z Piikladu 14.18 muZeme také interpretovat
jinak, totiz jako grafické zobrazeni funkci typu s = s(t). Potom ovSem funkce s(t)
nalezi jak do prostoru C%{a,b), tak prostoru C9{(a, b), kde (a,b) je n&jaky interval
na ose t.

5. HOLDEROVA NEROVNOST. MINKOWSKEHO NEROVNOST

5.1. Lemma. Necht ¢isla p > 1, ¢ > 1 spliiuji vztah

1 1
-+-=1. 5.1
P (5.1)
Potom pro a > 0, b > 0 plati
ab? b
ab < — + —. (5.2)
p q

Dikaz. V roviné (£, n) uvazujme kiivku danou rovnici
n=¢rt (5.3)

Z (5.1) plyne



takze ¢ — 1 =1/(p — 1), coz ndm umoziiuje piepsat (5.3) na tvar
E=nT"t (5.5)

Necht S; je obrazec (kiivocary trojuhelnik) ohrani¢eny tiseckami OA, AA; a ob-
loukem O A1, kde (viz Obr. 5.1)

0 =10,0], A=1a,0], A; = [a,ap_l],

a Sy kiivocary trojihelnik ohraniceny tiseckami OB, BB; a obloukem OBj, kde
(viz Obr. 5.1)

B =[0,b], B; = [, b].

3
Obr. 5.1
Pokud L
b=aP"t &li a=0br1 =011, (5.6)
potom
ab = Sl + SQ.
Pokud (5.6) neplati, tak ab < S; + S3. Tedy vzdy
Plati
a aP b b
si= [ eta=" s [ta="
0 p 0 q

Odtud a z (5.7) plyne (5.2). Zajimavé na tomto dikazu je, zZe algebraicky vysledek
je zde ziskan pouze pomoci matematické analyzy. [

5.2. Véta (diskrétni Holderova nerovnost). Necht ¢islap > 1, q > 1 spliiuji
vztah (5.1). Potom

S =
Q=

n n
Z [zryx| < (Z |$k|p)
k=1 k=1
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Dikaz. Polozme

okl

o) (3 )

a =
n

(>

k=1

dosadme tyto vyrazy do (5.2) a ziskanou nerovnost sectéme od k = 1 do k = n.
Na pravé strané vznikne vyraz % + %, ktery je vzhledem k (5.1) roven jedné.
Vynéasobime-li vznikly vztah vyrazem v jmenovateli na levé strané, dostaneme

(5.8). O

Ve Vétach 5.3 — 5.5 je uzit symbol L,(€2). Znac¢i mnozinu funkei, pro které

/uuwax<w
Q

pricemz X = (z1,...,2,), dX = dz;...dz, a integrdl je bran v Lebesgueové
smyslu. Protoze Lebesguetv integral bude probiran pozdéji (véetné prostori L, (£2),
kde p > 1), poznamenejme alespon, Ze funkce integrovatelnd v Riemannové smyslu
je integrovatelnad i v Lebesgueove smyslu a oba integraly se sobé rovnaji. S timto
poznatkem v této kapitole vystacime: miizeme si pod uvedenymi integraly predsta-
vovat pouze Riemannovy integraly.

5.3. Véta (Holderova nerovnost). Necht cisla p > 1, ¢ > 1 spliiuji vztah
(5.1) a f € L,(2), g € Ly(2). Potom f - g € L1() a plati

‘/Qf(X)g(X) dX‘ S/Q‘f(X)g(X)‘ dX < Np(f)N(9), (5.9)
kde

N0 = ([ reorax)’ N = ( [seorax)’. G0

Driikaz. Postupujeme podobné jako v predchozim dikazu: Polozime

X))
N, (f)

a

a dosadime tyto vyrazy do (5.2). Dostaneme

X1 Jgx)) 6.11)

SO Jg(X)] _ 1
p NN a [Ng(g)]®

Np(f) Nq(g)

<

pro vSechna X € (2, kde jsou funkce f a g definovany, tj. pro témeétr vsechna X € €.
Integrujeme-li (5.11) pres 2, dostaneme (5.9), protoze plati (5.1). O
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5.4. Dusledek (Schwarzova nerovnost v Ly(2)). Pro u, v € Lo(Q) plati

|(u, v)0,0] < [lullo,a - lv]lo,0-

Driikaz. Staci polozit v Holderové nerovnosti p = ¢ =2. 0O
5.5. Véta (zobecnéna Holderova nerovnost). Necht ¢isla p; > 1 (i =

1,...,n) spliuji vztah

zn: L1 (5.12)

iz1 Pi

Potom pro f; € L,,(?) (i =1,...,n) plati

Jifo. fu € L1(92),

/Q () fo(X) - alX)] X < Ny ()N (F2) -+ N, (fo). (5.13)

Mimo jiné, kdyz f1,..., fn € L,(Q2), potom

Jifoo . fu € L1(92),

/Q LX) fo(X) - fu(X)] AX < No(f1)Na(f2) - - Noa(fr).

Diikaz. Vétu dokdzeme matematickou indukci. Pro n = 2 byla dokézana ve Vété
5.3. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n — 1.
Abychom mohli vyuzit nas indukéni predpoklad, polozme

Gli p= 122 (5.14)
p P11 P2 Dp1p2 P1+p2

L 1,1 _pmp

a dokazme, ze pro funkci f = fif2 plati f € L,(2). Za tim tGcelem polozme

g1 :=|f1l’, g2 :=|f2|P (5.15)

a definujme cisla 71, ro vztahy

pri=pi, pra—ps @li =2 =1 +p27 rp=12 =1 +p27 (5.16)
p P2 p n
Z poslednich dvou vztaht (5.16) plyne, Ze % + % = 1. Déle, protoze fi1 €
L,, (), fa € Lp,(R2), z (5.15) a prvnich dvou vztahi (5.16) plyne, ze g1 € L,, (£2),
g2 € Ly, (), takze funkce g1, g2 spliuji vSechny predpoklady Holderovy nerovnosti
a plati
9192 = |f1f2" € L1(9),

/ ufol? dX = / 19192] AX < Ny (920N (92) < oo, (5.17)
Q Q
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Tedy f = fif2 € Lp(Q). Piedpoklad (5.12) pfepisme na tvar

a aplikujme indukéni predpoklad na funkce

FELy(Q), f3€Lp,(Q),.... fn € Ly (Q).

Dostaneme

[ AR s £l X SN Mo (o) o N (F) (538)
Véta 5.5 bude dokazana, jestlize ukazeme, ze

Np(f1f2) < Ny, (F1)Np, (f2)- (5.19)
Z (5.17) a (5.15), (5.16) plyne

Ny (1 Fa))? / Fufol? AX < Ny ()N (1 f2P) =
/ i ax) ™ / e ax) / A ax)™ / o ax) ™

Ptejdeme-li v tomto vysledku k p-té odmocniné, dostaneme (5.19). Tedy z (5.18)
plyne (5.13). O

5.6. Véta (Minkowského nerovnost). Pro p > 1 plati

(ZW +bk|p) < (Zlak|p> T4 <Z|bk|p) B (5.20)
k=1 k=1 k=1

Dikaz. Pro p = 1 je Minkowského nerovnost zfejma (absolutni hodnota souctu
neni vétsi nez soucet absolutnich hodnot s¢itanct).
Necht tedy p > 1. Vyjdéme z identity

(lal + o))" = (lal + )P~ (|al + [b]) = (lal + [b)?~ al + (lal + [b)*~ ],

piSme v ni aj misto a a by misto b a sectéme takto vzniklé rovnosti podle k£ od 1
do n; dostaneme

n n

> ar] + 116D =Y (lakl + 1B}’ ar| + >~ (lak] + [bx)P~bxl-

k=1 k=1 k=1
Aplikujeme-li nyni Hélderovu nerovnost (5.8) na oba sou¢ty na pravé strané a

vyuzijeme-li vztahu (p — 1)q = p, dostaneme

n

> (lax] + bx])? <

k=1

n

> (ax] + b)) ] [(Dakw)

k=1

Sl
Sl

()|
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Polozime-li
n

A= (axl + o), *)

|

_1
Nasobme obé strany této nerovnosti vyrazem A~ ¢. Dostaneme

Al-E < (zn:|ak|p>%+(zn:|ak|p>%
k=1 k=1

potom muzeme posledni nerovnost napsat ve tvaru

(Sio) + (o)

Q=

A< A q

Protoze 1 — % = %, dostavame odtud s uzitim (*)

(;uamw ) (Zakp);+<ibkp);,

odkud ihned plyne nerovnost (5.20), protoze |ay + bx| < |ag| + |bg|. O

5.7. Véta (Minkowského nerovnost v integralnim tvaru). Necht p > 1.
Potom pro libovolné funkce f a g, pro néz integraly na pravé strané (5.21) maji
smysl,! plati

[ 1700+ g |pdx] [ |pdx] 4l |g<X)|de]%. (5.21)

Drikaz probihé analogicky jako dikaz Véty 5.6; pouze misto Holderovy nerovnosti
(5.8) uzijeme Hoélderovu nerovnost (5.9). O

5.8. Priklad. Necht [, je linearni prostor, jehoz prvky jsou vSechny posloup-
nosti redlnych (resp. komplexnich) éisel

= (L1, %2 Tpye..),

pro néz plati podminka

oo
D JaplP < oo, (5.22)
k_
kde p > 1 je dané ¢islo. Definujme normu ||z[;, v linedrnim prostoru /, vztahem
[e.e]
2], = |zxl? (5.23)
k=1

INerovnost (5.21) plati pro vechny funkce f,g € La().
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a provéfme vSechny tfi axiomy normy. Podle Minkowského nerovnosti (5.20) pro
libovolné prirozené cislo n plati

n 0 n 0 n 0
<Z|$k+yk|p) < <Z|$k|p) +<Z|yk|p)
k=1 k=1 k=1
Protoze rady

oo oo
Z |$k|p7 Z |yk|p
k=1 k=1

podle predpokladu (5.22) konverguji, dostaneme po limitnim pfechodu pro n — oo

i~ 0 i~ 0 i~ o
(Z |z +yk|p> < (Z |.rk|p> + (Z |yk|p> < +o0.
k=1 k=1 k=1

Vzhledem k (5.23) miizeme napsat tuto nerovnost ve tvaru trojihelnikové nerov-
nosti

2+ ylli, < lzll, + [yl
Zbyvajici dva axiomy se ovéri v pfipadé normy (5.23) snadno.

5.9. Priklad. Na linearnim prostoru Co<a, b> zavedme normu predpisem

b P
1fllcofan = (/ [F@)F dt) : (5.24)

Dostaneme tak normovany prostor C’g<a,b>. Ovéfme, ze (5.24) skutecné spliuje
vSechny tii axiomy normy. Platnost prvnich dvou axiomt je evidentni; co se tyce
trojihelnikové nerovnosti, podle Véty 5.7 plati

(/ £(0) + gt |pdt> (/ ) pdt);+<[lbg<t>pdt>;

&ili podle (5.24)
1f + gllcoan < I fllcofap + ll9llcofa,b-

coz jsme chtéli dokazat.
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6. KONVERGENTNI POSLOUPNOSTI. UZAVRENE A OTEVRENE MNOZINY

6.1. Definice. Otevrenou kouli S(x¢,r) v metrickém prostoru X budeme nazy-
vat mnozinu bodid x € X, které vyhovuji podmince

o(x,zg) <.

Pevny bod ¢ se nazyva stredem a cislo r polomérem této koule.
Uzavienou kouli S[zg, r] v metrickém prostoru X budeme nazyvat mnozinu bodt
x € X, které vyhovuji podmince

o(x,z9) <.

Otevienou kouli poloméru ¢ se stfedem xy budeme také nazyvat e-okolim bodu
xo a znacit symbolem O¢(zp). 0O

6.2. Definice. Bod x nazyvame vnitrnim bodem mmnoZiny M, existuje-li okoli
O¢(x) tohoto bodu, které je celé obsazené v mnoziné M. Mnozinu, jejiz vSechny
body jsou vnitini, nazyvame otevienou.

6.3. Definice. Bod z( metrického prostoru X = (X, ) se nazyva hromadngm
bodem mnoziny M C X, jestlize jeho libovolné okoli obsahuje alespon jeden bod
mnoziny M razny od bodu zy.

Bod x nalezejici mnoziné M se nazyva izolovanym bodem této mnoziny, jestlize
existuje okoli O¢(z), které neobsahuje zaddné body z M rtzné od z.

6.3a. Poznamka. 1) Samotny hromadny bod zy muze, ale nemusi nalezet mno-
ziné M.

2) Jestlize xg je hromadnym bodem mnoziny M, potom kazdé okoli O.(xg)
obsahuje nekonec¢né mnoho bodi mnoziny M.

3) Jestlize bod x( nalezi mnoziné M, ale neni jejim hromadnym bodem, tak je
1zolovanym bodem mnoziny M.

6.4. Priklad. Hromadny bod miiZe, ale nemusi nalezet mnoziné M. Napiiklad,
je-li M mnozina racionalnich ¢isel nélezejicich segmentu <O, 1>, potom kazdy bod
tohoto segmentu je hromadnym bodem mnoziny M.

6.5. Definice. a) Necht {z,} = {x1,x2,...} je posloupnost bodt v metrickém
prostoru X = (X, o). Rikame, Ze tato posloupnost konverguje k bodu = € X, jestlize
kazdé e-okoli O, (x) bodu x obsahuje vSechny body z,, po¢inaje od nékterého indexu
N (e), tj. jestlize ke kazdému ¢&islu € > 0 lze najit takové ¢islo N(e), ze okoli O, (x)
obsahuje vSechny body x,, kde n > N(e). Bod z se nazyva limita posloupnosti
{zn}.

b) Tuto definici lze vyslovit také takto: Posloupnost {z,} metrického prostoru
X = (X, o) konverguje k bodu = € X, jestlize pro ¢iselnou posloupnost {o(z,x,)}
plati

lim o(x,z,) =0,

n— oo
tj. jestlize ke kazdému ¢islu € > 0 lze najit takové ¢islo N(e), ze o(z,x,) < € pro
vSechna n > N(g). O
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6.5a. Poznamka. V piipadé normovaného prostoru (L, ||-||) mé ¢ast a) Definice
6.5 tento tvar: Necht {z,} je posloupnost bodi v normovaném prostoru (L, || - ||)-
Rikame, ze tato posloupnost konverguje k bodu x € L, jestlize ke kazdému &islu
e > 0 lze najit takové ¢islo N(e), ze

|z, — z|]| <& Vn> N(e). (6.1)

Bod z se nazyva limita posloupnosti {x,}.
Tato definice se 1isi od definice limity posloupnosti znamé ze zakladi matematické
analyzy pouze tim, Ze misto absolutni hodnoty vystupuje v (6.1) norma || - ||.

6.6. Tvrzeni. Zidna posloupnost nemiize mit dvé riizné limity.

Dikaz. Necht x a y jsou dvé limity posloupnosti {z,,}, tj.

Jim (#n,2) =0, im (zn,y) = 0.

Potom podle trojuhelnikové nerovnosti

o(z,y) < o(x, ) + o(zpn,y) — 0,

takze (vzhledem k tomu, Ze prvky z, y jsou pevné) o(z,y) = 0, coz je ekvivalentni
se vztahem z =y. [

6.7. Tvrzeni. Jestlize posloupnost {x,,} konverguje k bodu x, potom kazda jeji
podposloupnost {x,, } (tj. posloupnost vybrana z posloupnosti {x,}) konverguje
k témuz bodu x.

Diikaz. Zvolme ¢ > 0. Potom (podle Definice 6.5) existuje N(e) tak, ze x,, €
Oc(z) pro vSechna n > N(e). Potom také (protoze {nx} C {n}) z,, € O(z) pro

v8echna ny, > N(g), coz znamend, ze lim p(z,,,z)=0. O
T — 00

6.8. Véta. Aby bod =y € X byl hromadnym bodem mnoziny M C X, je
nutné a staci, aby z této mnoziny bylo mozno vydélit posloupnost riznych bodi
T1,T2,...,Ln,... takovou, ze

nli)n;o 0(zn, z9) = 0.

Véta 6.8 dovoluje tici Definici 6.3 v jiném tvaru:

6.9. Definice. Bod zyp € X se nazyva hromadnym bodem mnoziny M C X,
jestlize z této mnoziny je mozno vydélit posloupnost riznych boda {x,} takovou,
ze

lim o(zp,x0) = 0.

n— 00

S pomoci pojmu ,hromadny bod*“ zavedeme pojem uzaviend mnoZina.

6.10. Definice. 1. Mnozina vSech hromadnych bod& mnoziny M metrického
prostoru X se nazyva derivaci mnoZiny M a znaci se M.

2. Je-li M’ C M, potom mnozinu M nazyvame uzavienou. (Jinymi slovy: Uza-
vienou nazyvame takovou mnozinu, ktera obsahuje vSechny svoje hromadné body.)

3. Mnozinu M U M’ nazjvame uzdvérem mnoziny M a znac¢ime symbolem M.
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6.10a. Poznamka. Uzaviend mnozina muze obsahovat izolované body. Uza-
vienou mnozinu, kterda neobsahuje izolované body, nazyvame dokonald mnoZina.

6.11. P¥iklady. Uvazujme metricky prostor R' = (R, o(z,y) = |z — y|).
M = {1, %, %,...,%, ...} CRY, M’ = {0}; M je neuzaviena.

M = (a,b), M' = <a, b>; M je neuzaviena.

M = <a, b>, M = <a, b>; M je dokonala (uzaviend, bez izolovanych bodi).
M =R, M’ = R; tedy mnozina vSech redlnych ¢isel je dokonalé.

M = {1, %, %, e, %, ...,0}, M" = {0}; M je uzaviena.

M = Q (mnozina vSech racionélnich éisel), M’ = R, tedy Q je neuzaviena.
M =0, M" = () - prazdnd mnozina je dokonala.

M = kone¢nd mnozina, M’ = (); kazda kone¢nd mnozina je uzaviena.

0 N ORI

Plati tyto dtlezité véty:

6.12. Véta. Aby mnozina M byla uzaviena, je nutné a staci, aby byla rovna
svému uzaveru: L
M=M.

6.13. Vé&ta. a) Sjednoceni konecného poctu uzavienych mnozin je uzaviend
mnozina.

b) Prunik libovolné mnoziny (konec¢né ¢i nekonecné) uzavienych mnozin je uza-
viena mnozina.

6.13a. Poznamka. Sjednoceni nekone¢né mnoziny uzavienych mnozin nemusi
byt uzaviend mnozina. Napiiklad méjme mnoziny

F,=(31) (n=1,2,3,...).

Vsechny F;, jsou uzaviené, ale jejich sjednoceni

GF =(0,1)

neni uzaviend mnozina.
6.14. Poznamka. KazZdy metricky prostor je uzavieny (v sobé). Vysvétleme
tento na prvni pohled ptekvapivy fakt na pripadé metrického prostoru

X =(X=(01), ofz,y) = |z —y|). (6.2)

Kazdy bod intervalu X = (0, 1) (polootevieného, je-li uvazovan jako podmnozina
mnoziny R realnych ¢isel) se da vyjadrit jako limita posloupnosti {z,} C X na-
vzéjem ruznych bodid. Protoze g = 0 ¢ X, pro mnozinu M = X plati vzhledem
k Definicim 6.9 a 6.10, ze M’ = M (a ne M’ D M). Tedy mnozina M = X je
uzaviend v metrickém prostoru X (je v ném dokonce dokonald).

Miizeme to Fici je$té jinak: Zadna posloupnost {z,,} C X, ktera v R konverguje k
prvku 2o = 0 € R (jako napr. posloupnost {1 }), neni v prostoru (6.2) konvergentni.
Tedy X' = X.

V pripadé otevienych mnozin plati tato véta:
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6.15. Véta. a) Sjednoceni libovolné mnoziny (kone¢né ¢i nekonecné) otevienych
mnozin je otevienou mnozinou.
b) Prunik kone¢ného poctu otevienych mnozin je oteviend mnozina.

6.15a. Poznamka. Prunik nekone¢né mnoziny otevienych mnozin nemusi byt
otevienou mnozinou: Méjme napf. systém mnozin

Go=(-1L) =123
(-3.3) « )

nn

Vsechny G, jsou oteviené, ale jejich prinik je uzavienad mnozina
oo
() Gn ={0}.
n=1

Z ¢asti a) Véty 6.15 plyne tento dusledek tykajici se struktury otevienych mnozin
v R!:

6.16. Dusledek. Libovolna mnozina v R, ktera se da vyjadrit ve tvaru sjed-
noceni otevienych intervali, je oteviena.

6.17. Priklady.
1. Kazdy interval (a, b) je oteviend mnozina.
2. Mnozina R vsech realnych ¢isel je oteviena (vime, Ze je také uzaviend).
3. Prézdna mnozina () je oteviend (vime, ze je také uzaviend).
4. Segment <a,b> neni otevienou mnozinou, protoze jeho konce nejsou vnitfnimi

body.

6.18. Definice. Necht A a B jsou dvé mnoziny v metrickém prostoru X'. Mno-
zinu A nazyvame hustou v B, jestlize A O B. Specialné, mnozina A se nazyva vsude
hustou v X, jestlize A = X. (Napiiklad, mnozina racionalnich ¢isel je véude husta
na ¢iselné primce R.)

6.19. Definice. Metricky prostor X, ktery obsahuje vSude hustou spocetnou
mnozinu, se nazyva separabilni.

6.20. Priklady separabilnich metrickych prostorua. a) Prostor izolovanych
bodi,ktery je uveden v prikladu 1.2, je separabilni, pravé kdyz je vytvoren ze spo-
¢etné mnoha bodi. V tomto prostoru totiz uzévér M libovolné mnoziny M je
totozny s mnozinou M.

Vsechny metrické prostory uvedené v ptikladech b)—f) jsou separabilni. Pro
kazdy z téchto prostori uvadime vSude hustou mnozinu; detaily diikaz prenechéa-
vame Ctenari:

b) V metrickém prostoru R! je vSude hustou mnoZinou mnoZina racionalnich
Cisel.

c¢) V metrickém prostoru R} je vSude hustou mnozinou mnozina n-rozmérnych

vektort (1, o, ...,x,) s raciondlnimi souradnicemi.
d) V metrickém prostoru R7, je vSude hustou mnozinou mnozina n-rozmérnych
vektort (1, o, ...,x,) s raciondlnimi souradnicemi.
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e) V metrickych prostorech C’O<a, b> a Cg<a, b> je vsude hustou mnozinou mno-
zina polynomi s racionalnimi koeficienty.

f) V metrickém prostoru /5 je vSude hustou mnozinou mnozina vSech posloupnosti
{z,}, kde z,, jsou raciondlni ¢isla, pficemz pocet ¢isel z,, riznych od nuly je pouze
kone¢ny a pro rizné posloupnosti obecné riizny.

6.21. Priklad neseparabilniho metrického prostoru. Metricky prostor M *°
vSech ohranicenych posloupnosti uvedeny v prikladu 3.12 neni separabilni: Plati
totiz, ze vSechny posloupnosti vytvofené z nul a jednicek tvori mnozinu mohutnosti
kontinua (tj. nespocetnou mnozinu). Vzdélenost dvou takovych od sebe rtznych
bodii prostoru M, definované podle (3.20) vztahem

o(z,y) = sup |zn — ynl,
1<n<oo
se rovna jedné. Kolem kazdého z téchto bodi sestrojime otevienou kouli o poloméru
%. Tyto koule jsou disjunktni. Je-li néjakda mnozina A vsude husta v M°°, potom
kazda ze sestrojenych kouli musi obsahovat alespon jeden bod mnoziny A, takze
mnozina A nemiize byt spocetna.

7. STRUKTURA OTEVRENYCH A UZAVRENYCH
OHRANICENYCH MNOZIN NA PRIMCE R!

7.1. Véta. Kazd4 neprazdnd ohranicend oteviend mnozina G C R! je vyja-
dritelna ve tvaru sjednoceni konecného poctu nebo spocetné mnoziny navzajem
disjunktnich intervald, jejichz konce nenalezeji mnoziné G':

G =N m) M ¢ G, i ¢ G).
K

7.2. Definice. Nechf G C R! je otevienad mnoZina. Jestlize interval (a,b) je
obsazen v (G, ale jeho konce této mnoziné nendlezeji,

(a,b) CGE, a¢ G, bé¢QaG,
pak budeme tento interval nazyvat vytvorujicim intervalem mnoziny G.

7.3. Véta. Necht G C R! je neprdzdna ohranidend oteviena mnozina a (a,b)
interval obsazeny v GG. V tomto piipadé se najde mezi vytvorujicimi intervaly mno-
ziny G takovy, ktery obsahuje v sobé interval (a,b).

P¥i popisu struktury uzavienych ohrani¢enych mnozin v R!' budeme potiebovat
pojem komplement mnoZiny.

7.4. Definice. Necht E a S jsou dvé bodové mnoziny. Je-li £ C S, potom
mnozina S — F se nazyva komplementem (doplikem) mnoZiny E do mnoZiny S a
znaci se

CsE.

Speciélné, mnozina Cr F, kde R = (—00, 00), se prosté nazyva komplementem mno-
ziny E a znaci se

CE.
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7.5. Véta. Je-li mnozina G oteviena, potom jeji komplement C'G je uzaviena
mnozina.

7.6. Véta. Je-li mnozina F' uzaviena, potom jeji komplement C'F' je oteviena
mnozina.

7.7. Priklad. Kazda ze vzdjemné komplementarnich mnozin Z a () je soucasné
uzaviena a oteviena.

7.8. Definice. Nechf E je neprazdné ohrani¢end mnozina a nechf a = inf £, b =
sup E. Segment S = <a, b> se nazyva nejmensim segmentem obsahujicim mnozinu
E.

7.9. Véta. Je-li S nejmensi segment obsahujici ohrani¢enou uzavrenou mnozinu
F', potom mnozina

CsF = <a, b> - F
je oteviena.

Nyni muzeme prejit ke studiu struktury wzavienych ohrani¢enych mnozin. Necht
F' je takova mnozina a S nejmensi segment, obsahujici F'. Jak vime, mnozina C'gF
je oteviena. Je-li tato mnozina neprazdna, tak je na ni mozno uzit vétu 7.1. Proto
plati nasledujici véta.

7.10. Véta. Neprazdna ohranicena uzaviena mnozina F je bud segmentem,
nebo se ziska z néjakého segmentu odebranim kone¢ného poctu nebo spocetné mno-
ziny navzajem disjunktnich intervali, jejichz konce nalezeji mnoziné F'.

Vytvorujici intervaly mnoziny CsF' se nazyvaji doplikovymi intervaly mnoziny
F.

Protoze dokonal4d mnozina je uzaviena, tak i pro ni plati véta 7.10. Zbyva vyjas-
nit, jaké pozadavky je tfeba polozit na doplinkové intervaly uzaviené mnoziny, aby
byla dokonald. Odpovéd na tuto otazku davéa nasledujici véta.

7.11. Véta. Necht F' je neprazdna ohrani¢ena uzaviend mnozina a S = <a, b>
nejmensi segment obsahujici F'. Potom

1. Bod xy, ktery je spolecnym koncem dvou dopliikovych intervali, je izolovanym
bodem mnoziny F'.

2. Je-li bod a (nebo b) koncem jednoho z dopliikovych intervali mnoziny F, tak
je izolovanym bodem mnoziny F'.

3. Zadné jiné izolované body (kromé uvedenych v &astech 1 a 2) mnozina F
nema.

7 této vety plyne nasledujici véta:

7.12. Véta. Kazdd neprazdna ohranic¢ena dokonald mnozina P je bud segmen-
tem nebo se ziska z nékterého segmentu odebranim konec¢ného poctu nebo spocetné
mnoziny navzajem disjunktnich intervali, které nemaji spolecné koncové body ani
jeden s druhym, ani s pivodnim segmentem. Obracené, kazda mnozina, ziskana
timto zpisobem, je dokonala.

Priklad velmi zajimavé dokonalé mnoziny v R! je tzv. Cantorovo diskontinuum
Py (viz [Zel, str. 38-43)).
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8. STRUKTURA OTEVRENYCH A UZAVRENYCH
OHRANICENYCH MNOZIN V R" (2 < n < 3)

Struktura otevienych dvojrozmérnych mnozin je slozit€jsi nez u jednorozmeér-
nych. Neexistuje zde pojem odpovidajici ,vytvorujicimu intervalu®“. Nasledujici véta
udéavé, jaka je struktura otevienych mnozin (neni to vSak jednozna¢né urcéené vy-
jadfeni oteviené mnoziny).

8.1. Véta (Struktura dvojrozmérnych otevienych mnozin). Kazda ne-
prazdna oteviena dvojrozmérna mnozina je sjednoceni nekonec¢né spocetné mnoziny
uzavrenych ctverci, jejichz strany jsou rovnhobézné se souradnymi osami a které na-
vzajem nemaji zadné vnitini body.

Diikaz. Uvazujme dvé soustavy primek
r=m, y=n (m=0,+£1,4£2,43,...;n=0,£1,+2,+3,...).

Tyto pfimky rozdéluji celou rovinu na spocetnou mnozinu ¢tvercii se stranami rov-
nymi jedné. Kazdému ctverci pritadime jeho hranici, takze dostaneme soustavu
uzavienych ¢tvercti s navzajem disjunktnimi vnitiky. Tyto ¢tverce nazveme ctverci
1.7adu. Ctverce 2.Fadu dostaneme pomoci dvou soustav piimek tvaru

|3

y (m=0,+1,+2,+3,...;n=0,+1,+2,+3,...),

¢tverce 3.17adu dostaneme pomoci dvou soustav primek tvaru

z = %, y:% (m =0,4£1,42,+3,...;n = 0,41, 42, £3,...)
a obecné ¢tverce k-tého fadu (K = 1,2,3,...) dostaneme pomoci dvou soustav

primek tvaru

m n

T=91 Y7 9p—1

(m=0,+1,+2,4+3,...;n=0,+1,+2,43,...).

Vsechny takto sestrojené cCtverce jsou uzaviené, jejich strany jsou rovnobézné se
souradnymi osami, dva ¢tverce jednoho a téhoz rddu maji disjunktni vnitiky, kazdy
¢tverec Fadu k ma stranu délky 21 7% a sestava ze Gtyt étverci fadu k + 1 a konecéné
mnozina vSech téchto ¢tvercl je spocetna.

Uvazujme libovolnou neprazdnou dvojrozmérnou mnozinu G. Je-li Mj libovolny
bod této mnoziny, potom lze najit posloupnost do sebe vzajemné vlozenych uza-
viengch ¢tverct {QW}52,, (kde QU je &tverec j-tého Fadu), které obsahuji bod
MO,l

QW5 o® o ... (8.1)

Protoze M je vnitinim bodem mnoZiny G a strana ¢tverce Q™) s rostoucim
n konverguje k nule, tak vsechny ¢tverce Q™) pocinaje od nékterého z nich, jsou

I Tato konstrukce nemusi byt jednozna¢na: miiZe se stat, ze bod Mg se vyskytne bud na spoleéné

strané dvou ¢tverct téhoz fadu (potom vybereme jeden z téchto dvou ¢tvercl), nebo je spoleénym
vrcholem éty¥ ¢tvercii téhoz fadu (potom vybereme jeden z téchto Gtyt étverch).

33



obsazeny v G. Tedy ezxistuji uzaviené ¢tverce vyse sestrojené sité, které jsou obsa-
zeny v (G. Berouce toto v iivahu, oznac¢ime symbolem 77 mnozinu vSech uzavienych
¢tverci 1.tadu, které jsou obsazeny v GG, symbolem 75 mnozinu vSech uzavienych
ctverci 2.7adu, které jsou obsazeny v G, ale nelezi ani v jednom c¢tverci systému
T1, symbolem 73 mnozinu vSech uzavienych ¢tverci 3.tadu, které jsou obsazeny v
G, ale nelezi ani v jednom c¢tverci systému 7; a 7T, atd.

Kazdy ze systému Ty, T2, 73, ... je nanejvys spocetny, takze i jejich sjednoceni
T je nanejvys spocetné. Oc¢islujme vSechny ¢tverce systému 7; necht to jsou ¢tverce
Ql; QQ, Qg, cen Dokéieme, ze

a=Jau (32)
k=1

Z konstrukce systému 7 pfimo plyne, ze
oo
G o Qs (8.3)
k=1

Dokazeme nyni opacnou inkluzi: Necht M, € G je libovolny, ale pevné zvoleny bod.
Z uvahy spojené s (8.1) plyne, Ze existuji uzaviené ¢tverce puvodni sité, které jsou
obsazeny v G a obsahuji bod M. Necht P je mnozina radu téchto ¢tverct. P je
neprazdna mnozina prirozenych ¢isel, takZe v ni existuje nejmensi ¢islo. Necht m
je toto ¢islo. Potom existuje uzavieny ctverec (), fadu m, ktery obsahuje M, a je
obsazen v G. Tento ¢tverec neni obsazen v zddném uzavieném ¢tverci ptivodni sité,
ktery by obsahoval My, byl obsazen v G a mél fad mensi nez m, protoze jinak by
¢islo m nebylo nejmensim ¢islem mnoziny P. Tedy ¢tverec (Q, nalezi do systému
T, takze

M, € UQk

k=1

Vzhledem k libovolnosti bodu mg jsme dokazali inkluzi

Gc | Qs (8-4)

k=1

Z inkluzi (8.3) a (8.4) plyne rovnost (8.2). Zbyva dokazat, ze na pravé strané (8.2) je
skutecné spocetné, a ne konec¢né mnoho ¢tverci Q. To je vSak snadné: Sjednoceni
konec¢ného poctu uzavienych ¢tvercid je uzaviend mnozina a na levé strané rovnosti
(8.2) je oteviend mnozina G.

Jedina neprazdna mnozina v R?, kter4 je soucasné otevienou i uzavienou, je cel
rovina R?; ale kdyby G = R?, potom G nemiize byt sjednocenim kone¢ného poétu
uzavienych ctverci, takze tato posledni moznost se také vylucuje. [

Véta 8.1 bude mit zdsadni vyznam pro vybudovani teorie Lebesgueovy miry
dvojrozmérnych mnozin. Tato véta bude doplnéna néasledujici vétou (ktera je sa-
mozrejma vzhledem k tomu, ze véty o komplementech mnozin uvedené v kap.8
plati také v R™):
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8.2. Véta. Necht F' C R? je libovolna ohrani¢ena uzaviend mnozina. Potom
F=D-CpF, (8.5)

kde D je libovolny otevieny obdélnik obsahujici mnozinu F'.
Poznamenejme, Ze pojem uzavrené mnoziny byl podrobné probran v kap. 6.
Vysledky uvedené ve Vétach 8.1 a 8.2 se snadno zobecni z R? do R3.
9. UPLNE METRICKE PROSTORY

Ciselna pfimka R! je nejjednodussim piikladem tak zvanych tplnych metrickych
prostort, jejichz zakladni vlastnost probereme spolu s priklady v této kapitole.

9.1. Definice. Posloupnost {z,} bodi metrického prostoru X budeme nazy-
vat cauchyovskou (nebo fundamentdlni), jestlize spliiuje Cauchyovo kritérium, tj.
jestlize ke kazdému € > 0 existuje takové kladné celé ¢islo N(¢), ze

o(Tm,xn) <€ Vm,n > N(e).

9.2. Tvrzeni. Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Diikaz. Skute¢né, jestlize {z,} konverguje k = (tj. o(z,,x) — 0), potom ke kaz-
dému e > 0 Ize najit takové celé kladné N (), ze (2, ) < § pro vSechnan > N(e).
Potom podle trojuhelnikové nerovnosti

(s Tp) < 0(Tim, ) + 0(Tn,x) < e VYm,n > N(e). O

Naopak definujeme:

9.3. Definice. Jestlize v metrickém prostoru X’ libovolna cauchyovska posloup-
nost {x,} konverguje (tj. existuje x € X tak, ze o(x,,z) — 0, kdyz n — o), potom
nazyvame tento prostor uplny.

9.4. Priklad. V prostoru izolovanych boda uvedeném v piikladé 1.2 jsou cau-
chyovské pouze stacionarni posloupnosti, tj. takové, v nichz se od urc¢itého indexu
stale opakuje tentyz bod. Kazda takova posloupnost ovsem konverguje, tj. tento
prostor je uplny.

9.5. Piiklad. Uplnost prostoru R! = (R!, o(z,y) = |z —yl), tj. Gplnost mnoziny
vSech redlnych cisel, je zndma z matematické analyzy.

9.6. Piiklad. Uplnost euklidovského prostoru R%, kde

n

g = an 92($7y) = Z(l‘k - yk)2 s
k=1

plyne snadno z tiplnosti prostoru R': Necht {x%p )} je cauchyovské posloupnost bodi
2P = (asgp),xgp),...,a:flp)) eER", p=12,...
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To znamend, ze ke kazdému ¢islu € > 0 1ze najit takové ¢éislo N(e), ze
n
Z(xl(cp) _ xI(CQ))Q < g2 ()
k=1
pro vSechna pfirozena ¢isla p, g vétsi nez N(g). Odtud dostavame pro k-té soutrad-
nice (k =1,2,...,n) tyto nerovnosti

|$I(€p) - a";cq)| <g,

platné pro vSechna pfirozena éisla p, ¢ > N(e), takze {x,(cp )} je cauchyovska po-
sloupnost realnych c¢isel, tedy konvergentni. Polozme

Tg, =pli>r£10x,(€p), x = (T1,T2,...,%Tp). (*%)

Necht p — oo v (*¥); potom podle (**) je > (zp — :L‘,(Cq))2 < €%, Vzhledem k li-
k=1
bovolnosti € > 0 odtud plyne lim g(x(9,z) = 0. Tim je tplnost prostoru R™
q—o0

dokézana. O

9.7. P¥iklad. Uplnost prostortt R} a R™, kde

’f = (angl(xvy) = Z |$k —Z/k|) ) Rgo = <angoo($7y) = max |$k _yk|> ’
k=1

1<k<n

lze ukazat obdobné.

9.8. Priklad. DokéZeme tplnost prostoru Co<a, b>, pro jehoz metriku plati

= — . 1

0cofap)(f: 9) Jnax, |f(t) —g(t)] (9.1)

Necht {,(t)} je néjaka cauchyovskd posloupnost v prostoru C°(a,b). Vzhledem
k (9.1) to znamen4, ze ke kazdému ¢islu € > 0 existuje takové ¢islo N (e), ze

|2, (1) — x ()| < € (9.2)

pro vSechna pfirozena ¢isla m, n > N(g) a pro vSechna éisla ¢ € <a, b>.

Pfipomenime si nyni Cauchy-Bolzanovo kritérium pro stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci: Aby posloupnost funkci {z,(¢)} méla limitni
funkci, kterou oznacime z(t), a konvergovala k z(t) na intervalu (a,b) stejno-
meérné, je nutné a staci aby ke kazdému € > 0 existoval index N (e) (ktery nezavisi
na z € (a, b)) tak, Ze nerovnost (9.2) plati pro viechna pfirozend ¢isla m, n > N(e)
a pro vsechna cisla t € <a, b>.

Daéle plati tato véta A: Necht funkce z,(t) (n = 1,2,...) jsou definovéany a
spojité na intervalu <a, b>. Pokud tyto funkce konverguji na <a,b> k funkei z(t)
stejnomérné, potom i funkce z(t) je na <a, b> Spojita.

Téchto dvou vét nyni vyuzijeme: Podle CB-kritéria existuje na <a, b> funkce z(t),
ke které konverguje posloupnost funkci {z,,(¢)} stejnomérné, a podle véty A je tato
funkce z(t) spojité na (a, b). Tedy cauchyovské posloupnost {z,(t)} ma v C°(a,b)
limitu, takze prostor C’O<a, b> je aplny.
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9.9. Priklad. DokaZzeme uplnost prostoru lo, pro jehoz metriku plati
oo
o(z.y) = o, (. y) = D _(k — yi)’?
k=1

Necht {z(™} C I, je cauchyovska posloupnost, kde

2™ = (g g gy

PIRIRIRIRY k v

To znamend, ze ke kazdému ¢islu € > 0 1ze najit takové ¢éislo N(e), ze

0% (z™), (M) Z (n) _ (m) <e? pron> N(g), m > N(e). (9.3)
k=1

Ze vztahu (9.3) plyne, ze pro kazdy index k plati

(a:én) — x,(cm))Q < €2,
tj. pro kazdé prirozené ¢islo k je posloupnost redlnych ¢isel {a:;n)} cauchyovska,
tedy konvergentni. Necht
T = lim .r; ")
n— 00
Polozme z := (z1,x2,...,Tk,...). DokdZeme, Ze plati vztahy (9.4) a (9.5) (¢imz
dokazeme tuplnost prostoru ls), kde

D ap < too, tjx €l (9.4)
pficemz
lim o(z™,z)=0. (9.5)
n—00

Z nerovnosti (9.3) plyne, Ze pro libovolné pevné prirozené ¢éislo M je

M
Z(a:;n) — x,(cm))Q < &2,
k=1

V tomto souctu je konecny pocet sc¢itancii a my mutzeme, povazujeme-li prirozené
¢islo n za pevné, prejit k limité pro m — oc. Dostaneme

M
S (@ - w)? < €2
k=1

Tato nerovnost plati pro libovolné prirozené cislo M. Povazujeme-li soucty

M
S (@ — an)?
k=1
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za castecné soucty, potom takto sestrojena rada

Z (n) — zp)?
k=1
je konvergentni a plati
Z (n) _ r1)? < €2 (9.6)
k=1

S pomoci nerovnosti (a + b)? < 2(a? + b?), kde polozime a = x;n), b=z, — J:,(q")

(takze a + b = z), plyne z konvergence fad

SRS (- )2
k=1 k=1

(o)
konvergence fady Y. 7. Tim je dokdzano tvrzeni (9.4).

Dale, protoze ¢islo e mizeme zvolit libovolné malé, nerovnost (9.6) znamena, Ze

oo
. (n) _ 1 (n) _ 2 _
nl;ngo o(z\"™, x) nli)n;o kz_:l(xk zp)?2 =0,
tj. (™ — 2 v metrice prostoru ly. Tim je tvrzeni (9.5) dokazano.

9.10. Priklad. Dokazeme, Ze prostor Cg<a,b> neni uplny. Méjme napf. po-
sloupnost spojitych funkci na segmentu < -1, 1> (tj. pro jednoduchost a = —1,
b=1)

<L (9.7)
1

Tato posloupnost je cauchyovska v prostoru C’g( -1, 1>, protoze

2

min(m, n) ;

1
[ lontt) = omit)Pat <
-1

nekonverguje vsak k zadné funkci prostoru C’S< -1, 1>. Skuteéné, necht f je néjaka

funkce z prostoru C’S( -1, 1> a 1) funkce definovana vztahem

—1 prot <0,

(9.8)
1 prot>0.

v =1

Z integralniho tvaru Minkowského nerovnosti (platné ziejmé i pro funkce po ¢astech
spojité) plyne

{[yw—wm%ﬁ%s{[yw—%ﬁWa}+{[]%@—wm%§%
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Vzhledem k spojitosti funkce f je integral na levé strané této nerovnosti kladny.
Dale ziejmé je

lim [ [on(t) —(t)]*dt = 0. (9.9)

n—oo J_4

Proto integral f_ll[f(t) — ¢n(t)]? dt nemtize konvergovat k nule pro n — oo.

Poznamenejme, ze netiplnost prostoru C§<a, b> plyne jednoduseji ze vztahu (9.9)
a jednoznacnosti limity v Lo(—1,1).

9.11. Priklad. Metricky prostor M °° vSech ohrani¢enych posloupnosti je tplny.
Toto tvrzeni at si dokéze ¢tenaf za cviceni sam.

V ptipadeé, ze metricky prostor je definovan na linedrnim prostoru a metrika je
indukovana normou, definujeme:

9.12. Definice. a) Uplny normovany prostor se kratce nazyva Banachtiv pro-
stor. b) Uplny unitarni prostor se kratce nazyva Hilbertiv prostor.

9.13. Poznamka (aplnost a uzavienost). Nékdy se (nespravné) klade otazka,
jaky je rozdil mezi Gplnosti a uzavienosti. Uplnost se tyka pouze metrickych pro-
storti a souvisi s cauchyovskymi posloupnostmi; existuji tplné i netplné metrické
prostory. Uzavrienost je pojem, ktery se tyka kazdé mnoziny metrického prostoru
(kterd je bud uzaviend nebo ne); pfitom uzavienost souvisi s konvergentnimi po-
sloupnostmi. Kazdy metricky prostor je, jak jiz vime, uzavieny (v sobé).

9.14. Poznamka. Je zajimavé, ze cauchyovskou posloupnost nelze definovat
pomoci okoli (takze tento pojem je ,netopologicky*).

Je tfeba zdiraznit, ze pozadavek ,Vm,n > N(g)“ je silny, takZze neni vzdy splnén.
Na druhé strané da v nékterych pripadech chvili premysleni nez dokazeme, ze jej
nelze splnit. Uvedeme v tomto sméru dva priklady.

9.15. P¥iklad. Pro posloupnost {¢,,(t)} funkei (9.7) plati {¢n (t)} € C°(—1,1).
Dokazme, ze tato posloupnost neni cauchyovskd v normé prostoru CO< -1, 1>.

Necht pfirozenéa ¢isla m, n spliiuji nerovnost m < n a necht jsou jinak libovolna.
Potom vyraz |¢n, (t) — ¢m (t)| nabyvé svého maxima v bodech t = —L at = 1, takze

_Ilnfat}élkon(t) QDm(t)| wn(n) Qom(n) 1 n’

Vidime, ze zvolime-li n = km, kde k > 2, k € N, potom

t) — om(t) =1— L.
—rlngz}t}él |on(t) — @m(t)] &
Tedy zvolime-li € < 1, potom lze najit takové £ € N, ze 1 — % > ¢, takze pti kaZdém
N v8echny dvojice @, (t), pn(t), kde m > N a n = km, nespliiuji podminku
_max [on(t) — em(t)] <e.
Tedy posloupnost {¢,,(¢)} funkei (9.7) neni v normé prostoru C°( — 1,1) cauchy-
ovska.
Tento vysledek se dal o¢ekéavat, protoze funkce (9.7) konverguji bodové (s vyjim-
kou bodu ¢ = 0) k nespojité funkci (9.8). Stejnomérné tato posloupnost nekonver-
guje k zadné funkci.
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9.16. Priklad. Mé&jme posloupnost {x,(t)} funkci z,(t) = t" spojitych pro
vsechna t € R!. DokaZme, Ze tato posloupnost nens cauchyovski v normé prostoru
Cc°(0,1).

Predpokladejme, ze m < n. Potom mutzeme zvolit n = 2m, takze

a t) — T (t)| = max [t*™ — ™.
x| (t) = om(t)| = max | |
Zavedme substituci s = t™ a hledejme maximum funkce |s? —s| a bod s, ve kterém
toto maximum nastava. Plati (s? — s)’ = 2s — 1, takie so = 1. Odtud

)™ =35 = to= =5

Tedy pro libovolné m plati

2m _ ym) _ |(1\2 _ 1
Orggglﬂ t" =1(3)° — 3

Vidime, Ze pro ¢ < 1 nelze najit N(e) tak, aby

max [t" —t™| <e Vm,n > N(e),
0<t<1
takze posloupnost {¢"} neni v normé prostoru C°(0,1) cauchyovska.
Tento vysledek se dal ocekavat, protoze funkce z,(t) = t™ konverguji na intervalu
(0,1) bodové k nespojité funkci

0 prote(0,1),
m(t):{ P (0,1)
1 prot=1.

Stejnomérné tato posloupnost nekonverguje na intervalu (0, 1) k zadné funkci.
Je tfeba poznamenat, pro libovolné 6 > 0 posloupnost funkci z,,(t) = t" stejno-
mérné konverguje k nule na intervalu <O, 1-— 5>.

10. ZUPLNENI METRICKEHO PROSTORU

Kazdy metricky prostor, je-li netplny, se d4 doplnit na tplny metricky prostor.
Tomuto procesu se tika zuplneni. Pfed vyslovenim ptislusné definice a véty zave-
deme jesté pojem podprostoru metrickeho prostoru.

10.1. Definice. Necht X = (X, p) je libovolny metricky prostor. Metricky pro-
stor M = (M, p) s toutéz metrikou p uvazovanou pouze na mnoziné M C X se
nazyva podprostorem metrického prostoru X.

10.2. Definice. Necht X je libovolny metricky prostor. Uplny metricky prostor
X* se nazyva ziplnénim? prostoru X, jestlize:

1) X je podprostorem prostoru X*;3

2) prostor X je husty v prostoru X*.4

Naptiklad prostor vSech realnych ¢isel je zuplnénim (tplnym obalem) prostoru
vSech raciondlnich c¢isel.

2Tento vyraz je prekladem ruského vyrazu ” popolnénije”; nékdy se téz uziva termin iplng obal.

3To znamené: Je-li z € X, potom je z € X'*; je-li o metrika prostoru X a g1 metrika prostoru
X*, potom pro body z, y € X plati o(z,y) = 01(z,y).

4To znamena, ze X = X'*, kde X je uzavér prostoru X v prostoru X*. (Mnozina B je husta
v mnoziné A, je-li B D A.)
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10.3. Definice. Rikdme, %e vzdjemné jednoznaéné zobrazeni y = f(x) metric-
kého prostoru X = (X, p) na metricky prostor ) = (Y, 0*) je izometrické, jestlize

o(x1,m2) = 0" (f(z1), f(w2)) Vwy,72 € X.

Samotné metrické prostory X a ), mezi kterymi je mozno stanovit izometrické
zobrazeni, se nazyvaji izometrickymi mezi sebou.

Izometrie dvou prostori X a ) znaci, ze metrické vztahy mezi jejich elementy jsou
jedny a tytéz a rozdil mize byt pouze v kvalité jejich elementt, coz je z metrického
hlediska nepodstatné. V dalsim proto budeme povazovat izometrické prostory za
totozné.

10.4. Véta. Kazdy metricky prostor X ma zuplnéni a vSechna jeho zuplnéni
jsou izometricka.?

Drikaz je dlouhy a komplikovany; odkazujeme na [Zel], str. 132134,

11. PODPROSTORY NORMOVANYCH PROSTORU

V Definici 10.1 jsme zavedli pojem podprostoru metrického prostoru X = (X, p).
Této definici vyhovuje kazdy metricky prostor (M, g), kde M C X.

Definice podprostoru normovaného prostoru bude komplikovanéjsi, protoze mno-
zina prvki normovaného prostoru tvofi linearni prostor a je prirozené pozadovat,
aby podmnozina tohoto linedrniho prostoru byla v pripadé podprostoru opét li-
nearnim prostorem. Navic v pripadé linearnich ¢i normovanych prostort a jejich
[podprostorii hovofime o dimenzi. S timto pojmem za¢neme vyklad této kapitoly.

11.1. Linearni zavislost. Prvky z,y,...,w linearniho prostoru se nazyvaji
linearné zdvislé, jestlize existuji takové konstanty a, 3, ..., A, z nichz aspon jedna
je riizna od nuly, ze8

ar + By + -+ Aw = 6. (11.1)

V opacném ptipadeé se tyto prvky nazyvaji linedrné nezavislé. Jinak feceno, prvky
Z,Y, ..., w jsou linedrné nezavislé, jestlize z rovnosti (11.1) plyne, ze

a=f= =\

Nekonec¢ny systém prvki x,y, ... prostoru L se nazyva linedrnée nezavisly, jestlize
prvky kazdé koneéné podmnoziny mnoziny {z,y,...} jsou linedrné nezavislé.

Jestlize v prostoru L lze najit n linedrné nezavislych prvkd, ale libovolné n + 1
prvky jsou jiz linedrné zavislé, fikame, ze prostor £ ma dimenzi (rozmér) n. Jestlize
v prostoru L lze nalézt nekoneény systém linedrné nezavislych prvkd, fikdme, ze
prostor L md nekonecnou dimenzi. Bdzi v n-rozmérném prostoru L nazyvame li-
bovolny systém n linearné nezavislych prvkt. Prostory R™ v redlném ptipadé a C"
v komplexnim pripadé maji, jak lze snadno ovérit, dimenzi n.

5Nebo trochu obsirnéji: Kazdy metricky prostor X ma zaplnéni, pfi¢emz toto ziplnéni je uréeno
jednoznacné az na takova izometricka zobrazeni, ktera zobrazuji kazdy bod z € X na tento bod
rzeX.

6Vyraz axz 4+ By + - - - + Aw nazyvame linearni kombinaci prvki z,y, ..., w.
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V linearni algebie se vysSetfuji linedrni prostory konecné dimenze. Zde se vSak
naopak budeme predevsim zabyvat prostory nekonecné dimenze, které maji zasadni
vyznam z hlediska matematické analyzy. Ponechavame ctenaii, aby se ovéril, ze
kazdy z prostori uvedenych v piikladech 3.8 az 3.12 ma nekone¢nou dimenzi (jedna
se zde o prostory C’O<a, b>, C’g<a, b>, la, ¢, co a M).

11.2. Podprostory linearniho prostoru. Neprizdnad podmnozina L£* line-
arniho prostoru £ se nazyva podprostor prostoru L, jestlize sama tvori linearni
prostor vzhledem k operacim scitani prvki a nasobeni prvku skalarem, které jsou
definovany v prostoru L.

Jinak feceno, L* C L je podprostor, jestlize

r,y€ L= ax+ Py e L”

pro libovolna ¢isla a, f.

V kazdém linedrnim prostoru L existuje podprostor, ktery se sklada pouze z
nulového prvku 6 a nazyva se nulovy podprostor. Také cely prostor L lze povazovat
za podprostor prostoru L. Podprostor rizny od prostoru £ a obsahujici aspon jeden
nenulovy prvek se nazyva vlastni podprostor.

11.3. Priklady. a) Necht £ je libovolny linedrni prostor a z jeho nenulovy
prvek. Mnozina prvk { Az}, kde A probiha vechna ¢isla (redlnd, popf. komplexni),
tvori podprostor o dimenzi 1. Tento podprostor je vlastni, jestlize dimenze prostoru
L je vétsi nez 1.

b) Méjme prostor C’0<a, b> a v ném mnozinu P<a,b> vSech polynomt jedné
proménné. Ziejmé P<a, b> tvori vlastni podprostor prostoru C’0<a, b>, a to neko-
necné dimenze. Mnozina Pk_1<a, b> vSech polynomi stupné nanejvys k£ — 1 tvori
k-dimenzionalni podprostor prostoru Co<a, b>.

c) Uvazujme prostory la, ¢g, ¢ a M. Kazdy z téchto prostorti uvazovany pouze
jako linearni prostor je vlastnim podprostorem prostoru nasledujiciho.

11.4. Definice. Necht {z,} je libovolnd neprazdnd mnozina prvka linearniho
prostoru L. Potom v prostoru £ existuje nejmensi podprostor (ktery muze splyvat
s prostorem L) obsahujici mnozinu {z}. Dale, prinik libovolného systému {L.}
podprostorti je opét podprostor.” Primik vSech podprostorii obsahujicich mnozinu
{z4} nazveme podprostorem vytvorenym (generovanym) mnozinou {z,} nebo line-
drnim obalem mnoziny {z,}. Tento podprostor budeme oznacovat L{z,}. Je to
minimalni podprostor obsahujici mnozinu {z,}.

11.5. Podprostory normovaného prostoru. V normovaném prostoru nas
nejvice zajimaji uzaviené linearni podprostory, tj. podprostory obsahujici vSechny
svoje hromadné body. V normovaném prostoru, ktery mé konecnou dimenzi, je
kazdy podprostor automaticky uzavieny. V pripad€ prostoru o nekonec¢né dimenzi
tomu tak neni. Napriklad v prostoru Co<a, b> vSech spojitych funkci s normou (3.11)
tvori mnozina P<a, b> vsech polynomti podprostor, ktery neni uzavieny.?

7Opravdu, jestlize £* = NLy az,y € L* potom také ax + Sy € L* pro vSechna ¢isla a, 5.
v

8Podle Weierstrassovy véty (viz napt. [Jal]), kterd fikd, ze kazda spojita funkce na segmentu
je limitou stejnomérné konvergentni posloupnosti polynomi, je uzavér podprostoru P<a, b> roven
celému prostoru Co<a, b>.
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Jiny ptiklad: VSechny posloupnosti, které obsahuji jen konecny pocet ¢lenti riiz-
nych od nuly, tvori podprostor prostoru M °°. Avsak tento podprostor neni uzavieny
vzhledem k normé (3.20); do jeho uzavéru patii napf. posloupnost (1, 3,...,Z,...).

Protoze v dalsim vykladu se budeme zabyvat jenom uzavienymi podprostory, je
vhodné ponékud zmeénit terminologii, kterou jsme zavedli v polozce 11.2. Podpro-
storem normovaného prostoru budeme nazyvat nyni jenom uzavieny podprostor;
specidlné podprostorem vytvorenym danym systémem prvki {z,} budeme nazyvat
nejmensi uzavieny podprostor obsahujici {x,}. Takovy podprostor budeme nazyvat
linedrnim uzavérem systému {x4}. Mnozinu prvki (nikoliv nutné uzavienou), ktera
obsahuje zaroven s prvky x a y také jejich libovolnou lineadrni kombinaci ax + By,
budeme nazyvat linedrni varietou.

Systém prvku lezici v normovaném prostoru E budeme nazyvat uplnym v pro-
storu F, jestlize podprostor jim vytvoreny je cely prostor E. Naptiklad podle Weier-

strassovy véty je systém funkei 1,¢,¢2,...,¢",... aplny v prostoru C°{a,b).

12. SPOJITA ZOBRAZENI. HOMEOMORFIZMUS

12.1. Definice. Necht X = (X, p) a Y = (Y, 0*) jsou dva metrické prostory.
Zobrazeni f : X — Y prostoru X do prostoru Y se nazyva spojité v bodée xg € X,
jestlize k libovolnému € > 0 lze najit takové § > 0, ze

0" (f (), f(zo)) <e

pro vSechny body x takové, ze
o(z,xo) < 6.

Jinymi slovy, zobrazeni f : X — Y je spojité v bodé z(, jestlize k libovolnému
okoli O(f(xo)) bodu f(zo) lze najit takové okoli Os(z¢) bodu z¢, zZe jeho obraz
f(Os5(x0)) lezi uvnitt OL(f(xo)):

f(Os(w0)) C Oc(f(20)). (12.1)

Zobrazeni f : X — ) se nazyva spojité, jestlize je spojité ve vSech bodech
prostoru X. [

12.1a. Poznamka. Je-li ) ¢iselna pfimka, potom spojité zobrazeni X do ) se
nazyva spojitou funkci na X.

Stejné jako v pripadé zobrazeni libovolnych mnozin budeme tikat, ze f: X — Y
je zobrazeni X na ), jestlize kazdy bod y € J mé alespon jeden vzor.

V analyze spolu s definici spojitosti funkci ,,v terminech okoli“ (¢ili ,v e — 9 ja-

zyku®) se uziva ekvivalentni definice spojitosti ,,v jazyku posloupnosti“. Analogicka
situace nastava i v pripadé spojitych zobrazeni libovolnych metrickych prostort:

12.2. Véta. Aby zobrazeni f : X — Y bylo spojité v bodé z, je nutné a staci,
aby v pripadé, ze posloupnost {x,} konverguje v X k bodu x, posloupnost { f(x,)}
konvergovala v Y k bodu y = f(x).

Dikaz. Jsoudvavyroky: (A): f:X — Y jespojité vbodéz, (B):zn —z = f(zn) — f(z).
Maéame dokézat: (A) < (B).

43



a) Dokazeme nejprve dostatecénost této podminky, tj. dokdZeme implikaci (B) = (A). Jestlize
zobrazeni f : X — Y neni spojité v bodé z, potom existuje takové okoli O (y) bodu y = f(m)
ze v libovolném okoli Og(x) se naleznou body, jejichz obrazy nelezi v O.(y). Polozme §, = 5
(n=1,2,...) avyberme v kazdé kouli Oy ;,,(z) bod zn, tak, ze f(zn) ¢ O:(y). Potom posloupnost
{zn} konverguje k z (symbolickym zdpisem: z, — z), ale posloupnost {f(zn)} nekonverguje
k f(z), tj. podminka véty neni splnéna, takze jsme dokézali: non (A) = non (B). Negaci této
implikace dostdvame (B) = (A), coz jsme chtéli dokézat. (Vsimnéme si, Ze jsme v diikkazu uzili
axiom vybéru.)

b) Nyni dokdZeme nutnost této podminky, tj. implikaci (A) = (B). To znamena, ze predpo-
kladame, zZe

Ty — . (12.2)
a soucasné, ze ke kazdému e > 0 existuje §(g) > 0 tak, ze plati (12.1). Podle (12.2) k d(¢) > 0
existuje N(d(¢g)) tak, ze pro n > N(J(¢)) je
Tn € 05(8) (:L‘)
Tedy
f(zn) € f(Oé(e) (z) C O:(f(2)). (12.3)

Inkluze C v (12.3) plati podle (12.1). Ze vztahu (12.3) plyne, ze f(zn) — f(z), coz jsme chtéli
dokazat. [J

12.2a. Poznamka. Konverguje-li posloupnost {x,} v X k bodu z, znamena to,
ze o(xp,x) — 0, a piSeme to také ve tvaru

lim z, =x v metrickém prostoru X. (12.5)
n— oo

Podobné zapis o*(f(z,), f(z)) — 0, ktery znamend, ze posloupnost {f(x,)} kon-
verguje v ) k bodu f(x), piSeme také ve tvaru

lim f(z,)= f(x) v metrickém prostoru ). (12.6)
n— 00
Dosadime-li do (12.6) za = z (12.5), dostaneme:
lim f(e,) = f(@) = £(lim ) (127

Vztah (12.7) fika: Je-li zobrazeni f : X — Y spojité, potom lze zaménit znak
limitniho pfechodu a znak zobrazeni f.

Pro spojita zobrazeni plati nasledujici véta, kterd je analogii dobfe znamé véty
z analyzy o spojitosti slozené funkce.

12.3. Véta. Necht X, ), Z jsou metrické prostory a f : X = YV, 0 :)Y — Z
spojita zobrazeni. Potom zobrazeni z = ¢(f(x)) metrického prostoru X do metric-
kého prostoru Z je spojité.

12.4. Definice. a) Zobrazeni f se nazyva homeomorfizmus, je-li vzajemné jed-
noznac¢né® a vzajemné spojité (tj. jak zobrazeni f, tak k nému inverzni zobrazeni
71 jsou spojitd).

b) Metrické prostory X a ) se nazyvaji homeomorfni, existuje-li mezi nimi
homeomorfni zobrazeni.

9Necht A a B jsou dvé mnoziny. Pravidlo ¢, které kazdému prvku a mnoziny A piifazuje jeden
a pouze jeden prvek b mnoziny B, ptriCemz kazdy prvek b € B je pfifazeny jednomu a pouze
jednomu a € A, se nazyva vzdjemné jednoznaéné prirazeni mezi mnozinami A a B.

44



12.5. P¥iklad. a) Ukazme, Ze intervaly X = (0,1) CR' a Y = (4,B) C R!
jsou homeomorfni: Linearni (a tedy spojitd) funkce

y= (@) = (B- A+ A
zobrazuje X na Y (Y = f(X)) a k ni inverzni funkce

z=f"y) =722y —A)

je také linearni (a tedy spojitd) a zobrazuje Y na X (Y = f(X)).
b) Ukazme, Ze interval X = (—1,1) C R! je homeomorfni s celou ¢iselnou prim-
kou Y = R! = (—o0, o0): Funkce

T

yzf(flf):th, CL‘E(—l,l)

je spojita a mé obor hodnot Y = (—o0, 0c). K ni inverzni funkce

v =f"'(y) = Zarctgy, y € (—00,00)

je také spojitd a ma obor hodnot X = (—1,1).

12.6. Priklad. Ukazeme, ze izometrické zobrazeni (viz Definici 10.3) je speci-
alnim pripadem homeomorfizmu: Z uvedené definice plyne

0(xn,x) = 0" (f(zn), f(x)) Ve, xe X, (12.8)

o(f " yn), W) = 0" (Yn,y) Ym,y €Y, (12.9)

Pokud z,, — z, tak podle (12.8) f(x,) — f(x); pokud y, — ¥y, tak podle (12.9)
F~Yyn) — f~1(y). Tedy podle Véty 12.2 jsou obé zobrazeni spojita.

Samotné metrické prostory X a ), mezi kterymi je mozno stanovit izometrické
zobrazeni, se nazyvaji izometrickymi mezi sebou.

Izometrie dvou prostori X a ) znaci, ze metrické vztahy mezi jejich elementy jsou
jedny a tytéz a rozdil mlize byt pouze v kvalité jejich elementti, coz je z metrického
hlediska nepodstatné. Izometrické prostory se proto povazuji za totozné (v teorii
metrickych prostort).

12.7. P¥iklad. a) UvaZzujme normovany prostor R' = (R!, ||z|| = |z|) a v ném
dva intervaly S; = <a,b>, Sy = <a +c, b+ c>, kde a,b,c € R! jsou pevna ¢isla.
Vzajemné jednoznacné a vzajemné spojité zobrazeni f : S; — Sy je tvaru f(x) =
x + ¢, kde x € S;. Intervaly S; = <a, b>, So = <a +c, b+ c> jsou z metrického
hlediska nerozlisitelné.

b) Piiklad z ¢asti a) 1ze zobecnit takto: Uvazujme normovany prostor R} avném
libovolnou mnozinu M;. Definujme My = f(z) = x + zo, kde z € My a 2y € R" je
libovolny pevny bod. Mnoziny M7, M jsou izometrické; tzn. z metrického hlediska
nerozlisitelné.
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13. BANACHUV PRINCIP PEVNEHO BODU (BPPB)

Radu problémt souvisejicich s existenci a jednozna¢nosti feseni rovnic rtizného
typu lze prevést na otazku existence a jednoznacnosti pevného bodu néjakého zob-
razeni odpovidajiciho metrického prostoru do tohoto prostoru. Mezi rtiznymi kri-
térii existence a jednoznacnosti pevného bodu zobrazeni tohoto druhu mtzeme za
princip pevného bodu (struéné BPPB); nékdy téz nazyvany princip kontraktivnich
zobrazent.

13.1. Definice. Necht X je metricky prostor. Zobrazeni A prostoru X’ do pro-
storu X' se nazyva kontraktivni (nebo kontrakce), existuje-li takové ¢islo 0 < o < 1,
ze pro libovolné dva body z, y € X plati nerovnost

Q(Avay) < ag(af,y). (13'1)

13.2. Poznamka. Misto A(x), A(A(z)),... zde po fadé piseme Ax, A%z, ...

13.3. Véta. Kazdé kontraktivni zobrazeni je spojité.

Duikaz. Jestlize x, — z, potom podle (13.1) také plati Az, — Az. Tvrzeni Véty 13.3 nyni
plyne z Véty 12.2. [

13.4. Definice. Bod x se nazyva pevny bod zobrazeni A, jestlize Ax = x. Jinak
Feceno, pevné body jsou feseni rovnice Ar = .

13.5. Véta (BPPB). Kazdé kontraktivni zobrazeni definované v uplném me-
trickém prostoru X ma pravé jeden pevny bod.

Dikaz. Necht g € X je libovolny bod. Polozme z1 = Azg, o = Az1 = A2zq, atd.; obecné
necht z,, = Azyp_1 = AMxg.

1. Uké&zeme, ze posloupnost {z,} je cauchyovska: pfedpokladame-li pro urcitost, ze m > n,
dostaneme podle (13.1)

o(zn, xm) = e(A"z0, A" z0) < a”e(x0, A" "z0) = " 0(x0, Tm—n) <

< a” [Q(:L‘O,.’El) + Q(-’Ela 5132) + -+ Q(mm—n—lamm—n)] <
am—"n

1—
<a"o@o,m)(1+a+a®+-+a™ ") = a” (w0, 21) 7 ———

Protoze o < 1, je pro dostatecné velka ptirozend Cisla n tento vyraz libovolné maly. Tedy posloup-
nost {z,} je cauchyovska.

2. Vzhledem k tplnosti prostoru X posloupnost {z}, kterd je cauchyovskd, méa v tomto pro-
storu limitu. Polozme

1
< a"o(zxo,x1) —— -
l1—«

z= lim z, v X,tj. lim o(zn,z)=0.
n— oo n— oo

Potom vzhledem k Vétam 13.3 a 12.2 plati

Az = A lim z, = lim Az, = lim zp41 =z.
n—00 n— 00 n—r o0
FEzxistence pevného bodu je tedy dokazana. Dokazeme jesté jeho jednoznacnost: jestlize
Az =z, Ay=y,
potom z nerovnosti (13.1) plyne nerovnost

o(z,y) < ao(z,y),

odkud vzhledem k tomu, %e a < 1, plyne o(z,y) =0, tj. z =y. [
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14. NEKTERE APLIKACE BPPB

BPPB lze pouzit k dikazu vét o existenci a jednoznacnosti feSeni pro rovnice
ruznych typd. Kromé dikazu existence a jednoznacCnosti feseni rovnice Ar = x
dava BPPB také praktickou metodu pfiblizného vypoctu tohoto feseni (nazyvanou
metoda postupnych aprozimact).

14A. Nejjednodussi aplikace BPPB

14.1. Piiklad. Necht funkce f, kterd je definovana na segmentu <a, b>, splnuje
na tomto segmentu Lipschitzovu podminku

|f(z2) = f(z1)] < K|z2 — 21]

s konstantou K < 1 a zobrazuje segment <a, b> do segmentu <a, b>. Potom f je
kontraktivni zobrazeni a podle véty 13.5 posloupnost

ro, 1 = f(w0), T2 = f(w1),.. s Tn = f(Tn-1),...

konverguje k jedinému kofenu rovnice 2 = f(x).

14.2. Priklad. Necht A je zobrazeni n-rozmérného prostoru do tohoto prostoru
definované soustavou linearnich rovnic

n
yZ:Zaij:Uj+bi (i:1,2,...,n).
j=1

Je-li A kontraktivni zobrazeni, muzeme k feSeni rovnice x = Az pouzit metodu
postupnych aproximaci.

Za jakych podminek bude zobrazeni A kontraktivni? Odpovéd na tuto otdzku
zévisi na volbé metriky v prostoru. Uvedeme tfi varianty:

a) V prostoru Ry, kde

o(r,y) = max |z; — y;|,

1<i<n
plati
n
/ 1 / 1
= — (e — L—gl| <
oy’ y") = max [y — vi| = max z_:lam(% 7 1@3<Xn2|aw| 7j] <

n
< _ = - Iy
1rgg<xn§ Iaw|1rga<xn|w 7| (giasxn -§1|%| o(z', z")
‘7:

Odtud plyne tato podminka kontraktivnosti:
n
Y lagl <<l (i=1,...,n). (14.1)
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b) V prostoru RY, kde
Q('Tuy) = Z |$Z - yi|7
i=1

plati

n

n
oW ") =D Wi—ul1=>
=1

=1

n
> aij(a) — o)

j=1

<

n n n
/ 1 / 1"
<3N lal- g a1 < (a3l )t a”).

i=1 j=1 '

Odtud plyne podminka kontraktivnosti:
n
Y lagl<a<l (j=1,...,n). (14.2)
i=1

c) V prostoru R™, kde

plati na zakladé Cauchy-Bunakovského nerovnosti

n n 2 n n
P =3 (Lant o) < (SN df et
=1 *j=1 i=1 j=1
Odtud plyne tato podminka kontraktivnosti:
n n
YN e <a<l. (14.3)

i=1 j=1

Je-li tedy splnéna alespoti jedna z podminek (14.1) — (14.3),0 existuje praveé jeden
takovy bod x = (21, x2,...,2y), Ze

n
Iy = E aij.rj+bi,
j=1

107 kterékoli z podminek (14.1) —(14.3) specialné plyne, Ze

a1 — 1 aio - ain
asi axe —1 ... asy "
0.
an1 an2 ce. Gpp — 1
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pricemz postupné aproximace konvergujici k tomuto reseni maji tvar

20 = (3:50), a:éo), IO
2 = @V a8, ),
x(n) = (‘Tgn)a ‘Tgn)a cee 737%"))7
kde "
xik) _ Zaija:;k—l) + b
j=1
aza (0 = (.rgo), a:go), e x%o)) lze vzit libovolny bod prostoru R".

Kazd4 z podminek (14.1)—(14.3) stac? k tomu, aby zobrazeni y = Az bylo kon-
traktivni. Pokud jde o podminku (14.1), 1ze dokézat, Ze je také nutnou podminkou
pro kontraktivnost zobrazeni y = Ax z prostoru R{} do prostoru Rf.

14B. Véty o existenci a jednoznac¢nosti feseni diferencialnich rovnic

Pro analyzu jsou dilezité aplikace BPPB v jinych prostorech nez n-rozmérnych.
S jeho pomoci lze snadno dokazat véty o existenci a jednoznacnosti pro nékteré
typy diferencialnich rovnic a integralnich rovnic.

a) Pocate¢ni (Cauchyova) tloha pro diferencialni rovnici y’=f(x,y)

14.3. Véta (Picard). Méjme diferencialni rovnici

y' = f(z,y) (14.4)
s pocatecni podminkou
y(z0) = Yo, (14.5)

pricemz funkce f je definovana a spojita v néjaké rovinné oblasti G,'* ktera obsahuje
bod [zg, yo] a spliuje v této oblasti Lipschitzovu podminku vzhledem k proménné

y:
|f(z,y1) — f(2,92)| < Lly1 — 2.

Potom v néjakém intervalu |z — x| < d existuje pravé jedno FeSeni y = ¢(x) rovnice
(14.4), které spliuje pocatecni podminku (14.5).

Dikaz. Rovnice (14.4) se v tomto diikazu pfepiSe na tvar

¢'(t) = f(t, o(t)) (14.6)

zintegruje se v intervalu <.r0, J:> a uZije se pocateéni podminka (14.5) napsana pro
funkci @, tj. ¢(z9) = yo. Dostaneme integralni rovnici

wm=m+/7mwm&. (14.7)

H Oblast v metrickém prostoru X znamené otevienou souvislou mnozinu v tomto prostoru.
Rovinnou oblast{ rozumime oblast v prostoru R2.
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Uzijeme-li vétu o derivaci integralu jako funkce horni meze, dostaneme z (14.7)
rovnici (14.6); polozime-li v (14.7) x = x(, dostaneme ¢(xg) = yo. Tedy integralni
rovnice (14.7) je ekvivalentni s po¢atecnim problémem (14.4), (14.5).

Necht G* je takova ohranicend oblast obsahujici bod [xg, 30|, Ze G* C G. Vzhle-
dem k spojitosti funkce f existuje takova konstanta K, Ze plati |f(x,y)| < K pro
v8echny body [z,y] € G*. Zvolme nyni takové ¢islo d > 0, aby platily tyto pod-
minky:

1. Jestlize |x — xo| < d, |y — yo| < Kd, potom [x,y] € G*.

2. Ld < 1.

Oznacme symbolem C* metricky prostor spojitych funkci ¢ (z) definovanych
v intervalu |z —zo| < d (tj. intervalu (zo—d, zo+d) a takovych, Ze [¢)(z)—yo| < Kd,
s metrikou

o(h1,2) = max Y1 (x) — 1ba(x)] -

m€<m0—d,mo+d>
Plati C* C C% o — d,zo + d). Necht posloupnost {¢,,} C C* je konvergentni

v CO<$0 —d, o+ d>, tj. existuje funkce 9 € CO<JZ0 —d,xo+ d> tak, ze ke kazdému
e > 0 1ze najit takové N(e), ze

max [Yn(z) —Y(x)] <e Vn> N(e).
m€<m0—d,m0+d>

Protoze {,,} C C*, pro kazdou funkci 1,, plati, ze
() —d| < Kd Vz € (xo — d,z0 + d).

Tedy
max |h(x) —d| < max U (z) — P (z)|+

m€<m0—d,m0+d> B m€<m0—d,m0+d>

+ max |n(z) —d| < e+ Kd.
w€<w0—d,:n0—|—d

Vzhledem k libovolnosti € > 0 odtud plyne

max |Y(x) —d| < Kd,
w€<w0—d,:n0—|—d>

coZ znamena, ze 1(z) € C*. Protoze prostor C%(zo — d, ¢ + d) je tplny, ziskany
vysledek znamen4, ze C* je uplny metricky prostor.'?
Necht 1) = Ap je zobrazeni definované vztahem

() = yo + / " F(t () dt.

12Necht X je libovolny metricky prostor. Rikdme, e mnoZina M C X je uzaviend, jestlize
limita = kazdé posloupnosti {z,} C M, ktera je konvergentni v X, nalezi do M, tj. x € M. Z této
definice plyne, ze kazdy metricky prostor je uzavieny a ze kazda uzaviend podmnozina uplného
metrického prostoru tvori uplny metricky prostor. (To jsme také dokdzali v pfipadé prostoru C*:
ukézali jsme, ze C* je uzaviend podmnozina uplného metrického prostoru C’0<:z:0 —d,zo + d>,
takze C* je Uplny metricky prostor.)
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kde |z — x| < d. Dokazeme, Ze toto zobrazeni pfevadi tplny prostor C* do prostoru
C* a je v ném kontraktivni: Necht ¢ € C*, |z — x¢| < d. Potom

(@) — yol = \ / :fu,so(t))dt\ < Kd,

a tedy ¢ = Ap € C*. Kromé toho je
x

1 (2) — 9a(a)] < / (b or(t) — F(t, oa(t))] dt <

Zo

< Ld max lo1(x) — p2(x)| = Ldo(p1, ¢2)
w€<$0—d7$0+d>

a tedy plati

o(Y1,1h2) = max 1 (2) — Pa(z)| < Ldo(p1, ¢2) -
w€<w0—d,:v0—|—d>

Protoze Ld < 1, plyne odtud, Ze zobrazeni A je kontraktivni.
Tedy jsou splnény obé podminky BPPB. Podle tohoto principu ma rovnice ¢ =
A, tj. rovnice (14.7), pravé jedno feSeni v prostoru C*. [

Porovnejte zde uvedeny dtikaz Picardovy véty s diikazem provedenym v [CZ] a
vSimnéte si, o co kratsi a pruznéjsi je diikaz uzivajici BPPB.

Stejné jako v [CZ] postupné aproximace @, 01, @2, .- . konvergujici k presnému
FeSeni pocatecniho problému (14.4), (14.5) maji tvar

on(x) = yo +/93 f,on1(t)dt (n=1,2,...),

kde napt. @9 = yo-

b) Cauchyova tuloha pro soustavu diferencialnich rovnic
Podobné jako v ¢asti se dokaze véta o existenci a jednoznacnosti feSeni soustavy
diferencialnich rovnic

vi(z) = filz,01(2),.. ., on(z)) (i=1,....n) (14.8)

s pocatecnimi podminkami
vi(ro) =y0i (i=1,...,n), (14.9)
pficemz funkce f; jsou definované a spojité v néjaké oblasti G prostoru R"*!,

obsahujici bod [zg, Y01, - -, Yon], & spliiuji v této oblasti Lipschitzovu podminku
vzhledem k proménnym 1, ..., Yn:

i,y D) = filzy? D) < L 1<5%n ;" =971
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Dokazuje se (viz [Zel, str.140—141], ze za téchto podminek existuje v n&jakém
intervalu |z — x| < d pravé jedno FeSeni pocéatecniho problému (14.8), (14.9),
tj. pravé jeden systém funkci @1, ..., @,, ktery spliiuje rovnice (14.8) a pocatecni
podminky (14.9).

Postupné aproximace ©o;, ©1is -« - s Pmis - - - (8 = 1,2,...,n) konvergujici k pres-
nému Feseni pocatecéniho problému (14.8), (14.9) maji tvar

x
o :(poﬁ/ it @mat (s omt ()t =1, ms m=1,2,...),
o

kde napt. ¢o; =yo; (1 =1,2,...,n).

14C. Pouziti BPPB pro integralni rovnice

a) Fredholmova rovnice. PouzZijeme nyni BPPB k dtikazu existence a jedno-
znacnosti feseni Fredholmouvy linedrni integralni rovnice druhého druhu, tj. rovnice

f(z) = A / K(z.9)f () dy + o). (14.11)

kde K (tzv. jddro) a ¢ jsou dané funkce, f je hledand funkce a A je libovolny
realny parametr. Uvidime, ze BPPB lze pouzit pri dostatecné malych hodnotéach
parametru A.

Predpokladejme, ze K je spojita funkce ve ¢tverci <a, b> X <a, b>, a tedy ohrani-
cena, tj.

K(e,y)| <M Viz.y] € (a,b) x (a,b),

a ze ¢ je spojitd funkce na segmentu <a, b>. Necht ¢ = Af je zobrazeni uplného
prostoru Co<a, b> do prostoru Co<a, b> definované vztahem

b
9(w) = /\/ K(z,y)f(y)dy + ¢(z) .
Plati

0(91.92) = max |g1(z) — g2(z)| < [A|M(b—a) max_|[fi(z)— fa(z)|.
z€ela,b z€ea,b

Pro |A] < [M(b—a)]~! je tedy zobrazeni A kontraktivni.

Na zakladé BPPB dochazime k zavéru, ze pro kazdou hodnotu parametru A,
pro kterou plati || < [M(b— a)]™!, m4 Fredholmova rovnice (14.11) pravé jedno
feSeni, které je spojité. Postupné aproximace fy, f1, fo2,... konvergujici k tomuto
feSeni maji tvar

b
Ful) = A [ K@) fuma0) dy + 60).
kde za fo(x) lze vzit libovolnou spojitou funkei.
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b) Nelinearni integralni rovnice. BPPB lze také pouzit pro nelinedrni inte-
gralni rovnici tvaru

b
f(z) = A / K(z.y, (1)) dy + o(z) (14.12)

kde funkce ¢ je spojita na segmentu <a, b>, jadro K v mnoziné <a,b> X <a, b> X
(—00, +00) a kromé toho spliiuje v této mnoziné Lipschitzovu podminku vzhledem
k svému ,funkcionalnimu“ argumentu:

|K($7y7 Zl) - K($7y722)| < L|Zl - 22|-

V tomto ptipadé pro zobrazeni ¢ = Af uplného prostoru Co<a, b> do prostoru
C°{a,b), které je definovano vztahem

b
g(z) = A / K(z,9, () dy + (), (14.13)
plati nerovnost

max |g1(z) = g2(2)| < [AL(b—a) max |fi(z) = fa(z)],
z€( a,b z€(a,b

kde g1 = Af1, go = Afa. Pro |A| < [L(b— a)]~! je tedy zobrazeni A kontraktivni.
¢) Volterrova integralni rovnice. Méjme konecéné integrdalni rovnici Volterrova
typu
F@) =X [ K@) f ) dy+ ela). (14.14)

kde ¢ je spojita funkce na segmentu <a, b> a jadro K je spojité na ctverci <a, b> X
<a, b>. Na rozdil od Fredholmovy rovnice je zde integral funkci horni meze x. Tuto
rovnici lze formalné povazovat za zvlastni ptipad Fredholmovy rovnice, definujeme-

li pro y > x jddro K rovnosti
K(z,y) = 0.

Zatimco u Fredholmovy integralni rovnice jsme se museli omezit na malé hodnoty
parametru A, mizeme u Volterrovych rovnic pouzit BPPB a metody postupnych
aproximaci pro vsechny hodnoty parametru A. Pfesnéji feceno, jde o toto zobecnéni
BPPB:

14.5. Vé&ta. Necht A je takové spojité zobrazeni tiplného metrického prostoru
X do prostoru X, Ze néktera jeho mocnina B = A" je kontraktivni; potom rovnice

Az =x (14.15)
ma pravé jedno reseni.
Diikaz. Necht x je pevny bod zobrazeni B, tj. Bz = x, a oznaéme Ax = x(. Plati

Ar=ABr=---=AB*2 = AA... Az = B*Az = B*zy (k=1,2,...).
N——
kn
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Vzhledem ke kontraktivnosti zobrazeni B konverguje posloupnost {kao}z"zl pro
libovolné =y € X k pevnému bodu x zobrazeni B. Plati tedy (14.15).

Jednoznaénost pevného bodu v (14.15) plyne z toho, ze kazdy bod, ktery je
pevnym bodem zobrazeni A, je také pevnym bodem zobrazeni A™, a to mizZe mit
pouze jeden pevny bod. [J

Ukézeme nyni, ze néktera mocnina zobrazeni
A7) = [ K )+ ola)
je kontraktivnim zobrazenim. Necht f1, fo € C%(a,b). Potom
A5) - AR = - | [ Kenlht) - Lol <

< [AIM(z —a) max |fi(z) = f2(2)],

z€(a,b
kde je
M = max |K(z,y)|.
z,y€a,b
Odtud
|A% f1(z) — A% fo(z)| = | A - ‘/ K(z,y)[Afi(y) — Afa(y)] dy| <
<APM? max [f1(e) — )] [ (- a)dy =
z€{a,b a
_ 2
= P max () — () T
z€( a,b
a obecné
A" fa(o) = Aol < P < g O,

kde m = max |fi(z) — fo(x)|.
z€( a,b
Pro kazdou hodnotu parametru A lze zfejmé zvolit ¢islo n tak velké, aby platila
nerovnost
A"M™ (b — a)"

<1.
n!

Potom bude zobrazeni A™ kontraktivni. Volterrova rovnice (14.14) ma tedy pro
libovolnou hodnotu parametru A jediné reseni.
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15. KOMPAKTNI MNOZINY V METRICKYCH PROSTORECH

15.1. Definice. Mnozina M v metrickém prostoru X se nazyva kompaktni,
jestlize z kazdé posloupnosti {z,} C M je mozno vybrat podposloupnost, ktera
konverguje k nékterému bodu z € X.13

Napftiklad, podle Bolzano-Weierstrassovy véty kazda ohranicend mnozina na ¢i-
selné primce je kompaktni. Je ziejmé, ze libovolna podmnozina kompaktni mnoziny
je také kompaktni.

S pojmem kompaktnosti je tésné spojen pojem totalni ohranic¢enosti, ktery nyni
zavedeme.

15.2. Definice. Necht M je néjakd mnozina v metrickém prostoru X a ¢ > 0
néjaké ¢islo. Mnozinu A C X nazyvame e-siti mnoziny M, jestlize ke kazdému bodu
x € M lze najit alespon jeden takovy bod a € A, zZe

o(z,a) <e.
(Mnozina A nemusi byt nutné podmnozinou mnoziny M, ba dokonce nemusi mit
s mnozinou M ani jeden spoleény bod; existuje-li v8ak néjaka e-sit mnoziny M, je
mozno sestrojit 2e-sit B C M.)

Napiiklad body v roviné s celoéiselnymi soufadnicemi tvoii (v/2/2)-sit.

15.3. Definice. Mnozina M se nazyva totdlné ohranicend, jestlize k libovolnému
¢islu € > 0 existuje konec¢né e-sit této mnoziny.

Z¥ejmé totalné ohranicend mnozina musi nutné byt ohrani¢ena,'# protoze jestlize
se pro M nalezne e-sif, kterd sestdva z n bodl, potom primér mnoziny M neni
vétsi nez (n + 1)e. Ohraniend mnozina vsak nemusi byt totalné ohrani¢end, jak
plyne z ptikladu 15.6.

Neékdy byva uzitecna tato zfejma skutecnost: Je-li mnozina M totdlné ohrani-
cend, potom jeji uzdveér M je také totdiné ohranicens.

15.4. Véta. Je-li metricky prostor X totalné ohraniceny, potom je separabilni.

Diikaz. Sestrojme v metrickém prostoru X k libovolnému pfirozenému c¢islu n

oo
koneénou (1/n)-sit A,,. Potom |J A, je spoetnd mnozina, kterd je hustd v X'. O
n=1
15.5. Priklad. V n-rozmérném euklidovském prostoru splyvd totdlni ohrani-
cenost s ohranicenosti. Jestlize totiz mizeme sestrojit takovou dostatecné velkou
krychli,!® Ze dan4d mnozina je ¢asti této krychle, a jestlize takovou krychli rozlozime
na krychlicky s hranou délky e, potom vrcholy téchto krychlicek budou tvorit ko-
necnou (y/n/2)e-sit v ptvodni krychli, a tedy tim spise v libovolné mnoziné lezici
uvniti této krychle.

13Nékteii autofi v definici kompaktnosti pozaduji z € M. V takovém piipadé dale definuji:
Mnozina M C X se nazyvé prekompaktni, je-1i jeji uzévér M kompaktni.

14Podmnozina M metrického prostoru X se nazyvé ohranicend, jestlize jeji pramér je koneény.

15Ptesnéji nadkrychli.
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15.6. Priklad. Jednotkova kulova plocha S v prostoru [ je prikladem ohrani-
¢ené, ale nikoliv totalné ohrani¢ené mnoziny.'® Na plose S uvazujme body tvaru

e1 = (1,0,0,...,0,0,...),

Vzdélenost mezi libovolnymi dvéma takovymi body e, a e,, (n # m) se rovna /2.
Na zakladé tohoto faktu nyni dokdZeme, Ze na ploSe S neexistuje kone¢na e-sit pro
7adné &islo € < v/2/2.

Skutecné, je

olei,er) = V2 (i #k). (15.1)
Zvolme bod b tak, ze
oei) =F —n (0<n<P). (15.2)
Bod e; necht je pevny, bod ey libovolny. Podle trojihelnikové nerovnosti

Q(eivek) S Q(eiu b) + Q(eku b)7

¢ili vzhledem k (15.1)

Do (15.3) dosadme (15.2):

Odtud

coz jsme potiebovali dokazat. [

Nasledujici véta uvadi do souvislosti pojmy kompaktnost, iplnost a totalni ohra-
nicenost.

16 Jednotkovd kulovd plocha v prostoru ls je mnozina vsech takovych bodt z = (z1,22,...) €

o0
la, ze . x2 =1.
n=1
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15.7. Véta. Aby mnozina M, ktera lezi v metrickém prostoru X, byla kom-
paktni, je nutné a je-li X uplny, pak také staci, aby byla totalné ohranicena.

Diikaz. Nutnost. Predpokladejme, Ze mnozina M neni totalné ohranicena, tj.
predpokladejme, Ze pro nékteré €y > 0 neexistuje v prostoru X konecna eg-sit
mnoziny M. Zvolme libovolné bod x; € M. V mnoziné M lze najit alespon jeden
takovy bod (oznacme jej x2), Ze o(x1, 22) > €¢ (jinak by bod z1 byl £¢-siti mnoziny
M). Déle lze zfejmé v mnoziné M najit takovy bod 3, ze

o(z1,w3) > €0, 0(T2,23) > €0,
protoze jinak by dvojice bodl x1, x5 byla eg-siti v M. Jsou-li body x1, z2, ..., 2k
nalezeny v M tak, ze spliuji
Q(.ﬁl’)i,fL’j)>€0 (27&]) ivjzlv"'7k)7
potom nalezneme takovy bod zx411 € M, Ze
o(xi,xp1) >0 (i=1,2,....k).

Tato konstrukce vede k sestrojeni nekonecné posloupnosti {z,}5%, C M, ktera

nema zadny hromadny bod, protoze o(z;,z;) > €g pro i # j. Potom v8ak mnozina
M neni kompaktni, coz jsme méli dokéazat.
Dostatecnost. Necht prostor X' je Gplny a mnozina M C X totalné ohranicené.

Dokéazeme, ze z kazdé posloupnosti {x,}52; C M lze vybrat konvergentni podpo-
sloupnost. Polozme

1 1

81:1, €2 =55 +ot €K = Ly - e
a sestrojme v M pro kazdé e, odpovidajici eg-sit:
(k) (k) (k)
aj’, Ay, ..., A

Opisme kolem kazdého z bodu, které tvori 1-sit mnoziny M, kouli poloméru 1.
Protoze tyto koule pokryvaji celou mnozinu M a jejich pocet je konecny, potom
alespon jedna z nich (nazvéme ji S7) obsahuje néjakou nekoneénou podposloupnost
{a:%l)} posloupnosti {z,,}. Déle, okolo kazdého z bodd, které tvori i-sif mnoziny
M, opisme kouli poloméru % Protoze pocet téchto kouli je opét konecny, potom
alesponi jedna z nich (nazvéme ji S3) obsahuje nekone¢nou podposloupnost {xﬁf)}
posloupnosti {x%l)}. Daéle nalezneme kouli S3 poloméru %, ktera obsahuje nekonec-
nou podposloupnost {x£13)} posloupnosti {a:g)}, atd.
Vyberme nyni z posloupnosti

d0 0w
argz),xg), . ..,a:g), ceey

,diagonalni“ podposloupnost
(1 (2 (n)

T1 Ty e, Xy

tato podposloupnost je cauchyovska, protoze vSechny jeji ¢leny, poc¢inaje od a:%"),
lezi uvniti koule S,, poloméru 1. Protoze prostor X je tplny, mé tato podposloup-

n
nost limitu x € X. 0O

Casto byva vhodné nasledujici zobecnéni véty 15.7:
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15.8. Véta. Aby mnozina M, ktera lezi v metrickém prostoru X, byla kom-
paktni, je nutné a je-li X uplny, pak také staci, aby pro kazdé ¢ > 0 existovala v X
kompaktni e-sit mnoziny M.

Diikaz. Nutnost podminky je ziejmé, dokézeme jeji dostatecnost. Necht ¢ > 0
je dano a necht A je kompaktni §-sit mnoziny M. Vyberme v A konecnou §-sit
mnoziny A. Je zfejmé, Ze tato sit bude tvofit koneénou e-sit mnoziny M; odtud
plyne podle véty 15.7, Zze mnozina M je kompaktni.

16. ARZELOVA VETA A JEJI APLIKACE

Pouziti vét 15.7 a 15.8, které davaji nutné a postacujici podminky kompaktnosti,
neni v ruznych dil¢ich pripadech vzdy jednoduché. Pro mnoziny lezici v tom ¢i jiném
specialnim metrickém prostoru byvaji formulovany specialni kritéria kompaktnosti,
které jsou mnohem vhodnéjsi pro praktické uziti.

vvvvv

nosti je tzv. Arzelova véta. Abychom ji mohli vyslovit, potfebuje nejprve zavést dva
pojmy:

16.1. Definice. a) Necht ¢ je mnozina funkci ¢, které jsou definovany na seg-
mentu <a, b>. Jestlize existuje takové ¢islo K, ze pro vSechny funkce ¢ € @ plati

p(z)| < K

pro vSechna cisla = € <a, b>, potom fekneme, ze funkce z mnoziny @ jsou stejno-
mérné ohranicené.l”
b) Jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje takové ¢islo § > 0, Ze pro vSechna ¢isla

xr, € <a, b>, xo € <a,b> (o(z1,z2) < J) a pro vSechny funkce ¢ € @ plati

[p(z1) — @(z2)| <e,
potom Fekneme, Ze funkce z mnoziny @ jsou rovnomocné spojité.'®

16.2. Véta (Arzelova véta). Aby mnozina & C C%a,b) byla kompaktni?
v prostoru Co<a, b>, je nutné a staci, aby funkce z mnoziny & byly stejnomérné
ohranicené a rovnomocné spojité.

Diikaz. Nutnost. Necht mnozina @ je kompaktni v prostoru Co<a, b>. Potom podle véty 15.7 ke

kazdému kladnému ¢ existuje konec¢na %E—Siﬁ {p1,¥2,-.., 0k} C P mnoziny . Kazda z funkci ¢;

je jakozto funkce spojitéd na segmentu <a, b> ohranicend:
lpi(a)| < Ki Va € (a,b).

Polozme K = max K; + %6. Podle definice %e—sité pro kazdou funkci ¢ € @ plati, ze existuje
K2

alespon jedna funkce ¢; tak, ze

o(p,pi) = max |p(r) —pi(z)] < 5.
z€fa,b

17"Nekdy se téz fika stejné ohranicené.

18Nekdy se téz iika stejné spojité.
19V jiné terminologii prekompaktns.
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Je tedy
lp(@)] < lpi(z)| + § < Ki+ 5 < K.

Proto jsou funkce z mnoziny & stejnomeérné ohranicené.

Protoze dale kazda z funkci ¢;, které tvori %e—sit’, je spojita, a tedy stejnomeérné spojitd na

segmentu <a, b>, existuje ke kazdému c¢islu %5 takové cislo §; > 0, ze
€ . .y
lpi(z1) — pi(z2)] < 3 jestlize |z1 — x2| < ;.

Polozme § = min §;. K libovolné funkci ¢ € ¢ najdéme takovou funkci ¢;, Ze o(p, p;) < %5; potom
K3

pro |z1 — z2| < & plati

lo(z1) — @(z2)] < lo(z1) — @i(@1)] + |@i(z1) — i(z2)| + [pi(z2) — p(2)| < 36+ 56+ 2 <e.

Stejnomérnd spojitost funkci z mnoziny @ je tim dokizéna.

Postacitelnost. Necht funkce z mnoziny @ jsou stejnomérné ohrani¢ené a rovnomocné spojité.
K tomu, abychom dokézali kompaktnost mnoziny ¢ v prostoru Co<a,b>, staci podle véty 15.7
dokéazat, ze pro libovolné c¢islo € > 0 existuje v prostoru Co<a, b> kone¢na e-sit mnoziny @. Necht

lp(z)] < K Vz € (a,b)
pro vSechny funkce ¢ € @ a necht ¢islo § > 0 je zvoleno tak, ze
lp(z1) — p(z2)] < %5, jestlize |z1 — x2| < &

pro vSechny funkce ¢ € &.

Interval <a, b> na ose z rozdélime body zg, Z1,...,Zn, pronéz platia =xg < x1 < 2 < --- <
Tpn = b, na intervaly délky mensi nez § a témito body vedeme kolmice k ose x. Interval < — K, K>
na ose y rozdélime body yo,¥y1,...,Ym, pro néz plati —K = yo < y1 < y2 < - < ym = K,
na intervaly délky mensi nez %5 a délicimi body vedeme kolmice k ose y. Takto jsme rozdélili
obdélnik <a, b> X < - K, K> v obdélniky s vodorovnou stranou mensi nez § a svislou stranou mensi

1

nez ze. Nyni kazdé funkci ¢ € & prifadime lomenou ¢aru ¢ (z), kterd ma vrcholy ve vhodnych

5
uzlech [zg,y;] sestrojené sité tak, aby v bodech zj se funkce 1 (z) lisila od funkce ¢(z) o méné

nez %5 (zFejmeé takova lomend ¢ara existuje).
Protoze podle konstrukce

lp(zr) = P(zr)l < 55 le@ri1) —P(@re)l < 50 leler) —e(@pr)l < 5,

plati
(k) = Plogg)] < Le.

Protoze mezi body zj a x4 je funkce 9 (x) linearni, je
[P (zg) — p(z)] < %5 Vz € (Th, Tpi1).

Necht nyni z je libovolny bod segmentu <a,b> a x je ten ze zvolenych délicich bodt, ktery je
k bodu z nejblize zleva. Potom

lo(z) — P(z)] < le(z) = e(@r)| + lo(@r) — Y(@p)| + [¥(zx) — (@) < e
Tedy lomené ary 1 (z) tvori e-sit mnoziny @. Jejich podet je zfejmé koneény, takze mnozina @ je
totalné ohranicena. [

Abychom se vyhnuli pojmu kompaktnosti, formulovali jsme v [Zel] pravé doka-
zanou Arzelovu vétu v této formé: Z kazde posloupnosti stejnomérné ohranicenych
a rovnomocné spojitych funkci na segmentu <a,b> lze vybrat posloupnost funkct,
kterda stegnomeérne konverguje na segmentu <a, b>.

S pomoci této véty je v [Zel, str.47-48] dokazana tato existenéni véta pro poca-
teéni problém diferencidlni rovnice y' = f(x,y):
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16.3. Véta (Peano). Méjme diferencidlni rovnici

y' = f(z,y).

Je-li funkce f(x,y) spojitd v néjaké uzaviené oblasti G, potom kazdym vnitinim
bodem [z, 0] € G této oblasti prochazi alespon jedna integralni kiivka této rov-
nice.

16.4. Poznamka. Protoze na rozdil od Picardovy véty ve vété 16.3 nepred-
pokladdme, Ze funkce f(z,y) spliiuje Lipschitzovu podminku, nemame zarucenu
jednoznacnost Teseni; zarucena je pouze jeho existence.

17. NORMOVANE PROSTORY KONECNE DIMENZE

17.1. Tvrzeni. Linedrni prostor X (n) dimenze n je izomorfni*° s mnozinou
vektori n-rozmérného euklidovského prostoru R", a proto miizeme povazovat prvky
uvazovaného prostoru X (n) za n-tice ¢isel.

Drikaz. Necht e1,es,...,en je néjakd baze prostoru X (n). Jak zndmo, kazdy prvek z € X (n)
muze byt jednoznacné vyjadien ve tvaru

T =Aer+ -+ Apen.

Ptifadime-li prvku = vektor T = (A1, A2,...,A,) € R?, stanovime tim vzajemné jednoznacnou
korespondenci mezi X (n) a R™, kter4 je linedrnim izomorfizmem, protoze plati

LT, Yoy = axr+ Py ar+py.
Proto miizeme povazovat X (n) za vektorovy prostor. []

Nésledujici véta je zobecnénim Bolzano-Weierstrassovy véty, podle které kazda
ohrani¢end mnozina v R! je kompaktni. Ditkaz lze nalézt napt. v [Zel, str. 169—170].

17.2. Véta. Aby mnozina E n-rozmérného normovaného prostoru X (n) byla
kompaktni, je nutné a staci, aby byla ohranicena.

Véta 17.1 ma jednoduchy diisledek, ktery je pro teorii n-rozmérnych normova-
nych prostorti zasadni. Formulujeme jej ve Véte 17.3.

17.3. Kazdy normovany prostor konecné dimenze je tiplny.

Drikaz. Necht {z,} C X(n) je cauchyovska posloupnost. Dokdzeme, Ze je ohranidend: Zvolme
e = 1. Potom existuje N = N(1) tak, ze ||z, — z,|| < 1 pro u,v > N. Plati

lzell < K, k=1,...,N (K =max{[[z1],.... |[zn1]l}),
lzjll = llzj + en1 —anpall < llzvpall +llz —zvall < K+1 G=N+1L,N+2,...),
¢imz je ohranicenost {z,} dokdzana.
Podle Véty 17.2 existuje takova posloupnost pfirozenych Cisel v1 < wvo < -+ < < -+, Ze
lim ||zy, —zol =0, (17.1)
k— o0

kde zg € X (n) je néjaky prvek X (n). Protoze posloupnost {z,} je cauchyovska, plati podle (17.1)
2o — zol| < ll2v — Zu || + |20y, — zoll = 0,
coz jsme chtéli dokézat. [
20T inearni prostory £ a L£* se nazyvaji izomorfni, existuje-li takové prosté zobrazeni prostoru

L na prostor L*, které zachovava operace, tj. kdyz = <> z*, y <> y* =,y € L, x*,y* € L*, potom
azx + By & ax* + By*.
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17.4. Dusledek. Konecné dimenzionalni linearni mnozina Xy libovolného nor-
movaného prostoru R je uzaviena.

Dikaz. Necht {zx} C Xo je konvergentni posloupnost v R. Mame dokazat, ze limita této
posloupnosti (ozna¢me ji z) nalezi do Xo.

Mnozina X uvazovana sama o sobé je linearni prostor konecné dimenze a jako podmnozina
prostoru R je normovanym prostorem, jehoz norma je indukovana normou R. Podle Véty 17.3 je
Xo uplnym prostorem, takze kazda cauchyovska posloupnost prvkt z Xg je konvergentni v Xg.
Posloupnost {z3} C Xo konvergentni v R je cauchyovska v Xo, a tedy ma limitu v Xo. [

17.5. Dusledek. Necht R je normovany prostor a X, konecné dimenzionalni
linearni mnozina v 'R. K libovolnému prvku x € R existuje prvek vy € X, ktery
realizuje vzdélenost prvku z od Xy, tj. takovy, ze |z — x| = o(x, X)) .

Dikaz. Pro kazdé k = 1,2,... lze najit v Xg prvek xj tak, zZe

2 — 24l < oz, Xo) + & (17.2)
Posloupnost {z} je ohrani¢end, protoze
okl < 1l + llo — oxll < ol + o(e, Xo) + 1 (k=1,2,...);

proto podle Véty 17.2 z ni lze vybrat konvergentni podposloupnost {:z:kj} D T; — To. Odtud a
z nerovnosti (17.2) plyne
||IE - .’E0|| S Q(maXO)v

a protoze zg € Xo, plati i obracena nerovnost. [

17.6. Priklad. Jako aplikaci Dusledku 17.5 uvazujme prostor C’O<a, b> a jeho
n-rozmérny podprostor Pn<a, b>, ktery sestava ze vsech algebraickych polynom,
jejichz stupen neni vétsi nez n. Podle Disledku 17.5 k libovolné spojité funkci
x € C’0<a, b> existuje takovy polynom xq € ’Pn<a, b>, ze

t - t = — =
max. [o(t) = a0(t)| = |12 = w0l = e, Pa).
tj. existuje polynom, ktery nejlépe aproximuje funkci x(¢) ve srovnani se vSemi
ostatnimi polynomy, jejichz stupen neprevysuje n.

Vysledek uvedeny ve Vété 17.2 1ze obratit, tj. dokdzeme, zZe libovolnéa ohrani¢end

mnozina je v normovaném prostoru kompaktni pouze tehdy, kdyz ma dany prostor

konec¢nou dimenzi: Nejprve dokdzeme diilezité lemma, které se nékdy nazyva lemma
o kvazikolmici.

17.7. Lemma. Necht R je normovany prostor a Xy # R jeho podprostor. Ke
kazdému e > 0 existuje takovy normovany prvek xq (tj. pro ktery ||zo|| = 1), ze

o(xg, Xo) >1—¢.

Dikaz. Protoze X je uzaviend mnozina, kterd neni totozna s R, existuje takovy prvek T € R,
ze o(T, Xo) =d > 0. V Xg lze nalézt takovy prvek z’, ze

d
Tz < —.
7~ ')l <~
Polozme
T —z @ " < 1 S 1—6)
z0=———=aT—= o= — .
17 — || Iz — ']l d
Z¥ejmé ||zo|| = 1. Kromé toho, jestlize z € Xo, potom
1—
lzo — z|| = ||aZ — az’ — z|| = |z — (;c'—}—E)H > ad > Tg-dzl—a,
o

coz jsme chtéli dokdzat. [
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17.8. Poznamka. Normovany prvek zy € R, ktery ma vlastnost o(zg, Xo) = 1,
je ve znamém smyslu kolmici k X (protoze v euklidovském prostoru vektor x
majici tuto vlastnost je skuteéné ortogonalni k Xg). V souvislosti s timto budeme
nazyvat dokdzané lemma lemmatem o kvazikolmici (skorokolmici).

17.9. Véta (Riesz). Aby kazda ohrani¢end mnozina byla v normovaném pro-

storu R kompaktni, je nutné a staci, aby R meél konecnou dimenzi.
Dikaz. a) Dostatecnost podminky plyne z Véty 17.2.

b) Nutnost. Uvazujme libovolny normovany prvek z1; € R a ozna¢me symbolem X; linedrni
obal £({z1}) tohoto prvku, tj. mnozinu prvki tvaru Azi.

Za predpokladu, ze R mé nekonecnou dimenzi, plati X; # R, a podle Lemmatu 17.7 existuje
takovy normovany prvek zo € R, Ze o(x2,X1) > % Vytvorime linedrni obal prvka z1 a zo,
ktery oznacime X>. Pokracujeme-li timto zpisobem déle, dosp&jeme k posloupnosti prvkt {zn}
a podprostorda X; C X2 C ... C X, C ... takovych, ze

|lznll =1, Xn=L{z1,22,...,2n}); o(Zpnt+1,Xn) > % (n=1,2,...). (17.3)
Na zdkladé (17.3) plati
|z — zm]| > % (n>m; mn=12...),
takze ani posloupnost {z,}, ani jeji libovolna podposloupnost nejsou konvergentni. [

Dtikaz posledniho obecného vysledku této kapitoly, ktery je uveden ve Véte 17.11,
je velmi komplikovany a proto odkazujeme na [Zel, str. 172—175]. Nejprve uvedeme
definici ekvivalentnich norem.

17.10. Definice. Necht R a Rs jsou dva normované prostory definované na
témZe linedrnim prostoru £ normami || - ||; a || - ||2. Rikdme, Ze tyto normy jsou
ekvivalentni, jestlize existuji takové konstanty C; > 0 a Cy > 0 (zavisejici na volbé
norem [| - [|y a [ -[|2), ze

Cillz[r <|lz]2 < Collz[1 Vz e L.

17.11. Véta. Necht n je libovolné prirozené ¢islo. Dvé libovolné normy || - |1
a || - ||l2 definované na témze linedrnim prostoru X(n) konecné dimenze n jsou
ekvivalentni, tj. existuji takové konstanty Cy > 0 a Cy > 0, Ze

Crllzlly < [lzfls < Collzlly Vo e X(n). (17.4)

17.12. Priklad. Misto zminéného komplikovaného dikazu budeme platnost
Véty 17.11 demonstrovat na dikazu ekvivalentnosti norem prostort R}, které jsou
definovany na témze linearnim prostoru R” (viz Pfiklady 3.3, 3.4 a 3.5). Plati

1

Ry = (R, fally = (D lal)”

k=1

a v limité pro p — oo

R, = (B, oo = max fou]).
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Zvolme libovolné, ale pevné p > 1, ¢ > 1. Analogicky jako v Poznamce 3.5a dosta-
neme . .
[zllg < nellzllo,  [flp < nP{l]oo,

[#lloe < llzllps  #lloo < llllg-

Odtud plyne tento fetéz nerovnosti
2]lg < no ]l < n7llz], < non|efe < ninv|z|,,

ktery dava
1 11
zllg < naflell, <nanv |z,

Odtud po vydéleni vyrazem na

1 1
— |zl < llzlly < nrllzll.
na

Tedy v souladu s nerovnostmi (17.4)
Cillzllq < llllp < Colflzl4;
kde C; = 1/n7, Co = ns.

Véta 17.11 ma mnohostranné uziti v matematické teorii numerickych metod,
zejména v teorii metody konecnych prvki. Uvedeme alespon jednu aplikaci z tohoto
oboru.

17.13. Véta. Necht p(x,y) je polynom nanejvys prvniho stupné a T trojiihelnik
s vrcholy Pi(z;,y;) (i = 1,2,3). Potom

C
max x, < ———— , 17.5
)T |p( y)| hT\/meHLZ(T) ( )
kde hr je nejdelsi strana trojuhelnika T, 97 nejmensi tihel trojiihelnika T a C' je
konstanta nezavisla na T a polynomu p(z,y).

Diikaz. A) Uvedeme nejprve nékolik pomocnych vysledki. Necht T je trojuhelnik, ktery lezi
v kartézském souradném systému (£,7) a ma vrcholy R1(0,0), R2(1,0), R3(0,1). Transformace

z=x"(&n) =x1+ T2 +T3n, y=y"(&n) =y1+ 76 + Y3, (17.6)
kde
Ti=zi—T1, Y;=%i—y1 (1=2,3),

zobrazuje vzajemné jednoznacéné trojihelnik T na 7. Pro jakobian Jr = Z2¥;—T37, transformace
(17.6) plati?!

1hZ sindr < |Jr| < 2h2. (17.7)

21podle véty o transformaci integralu

meSQT:/ d:z:dy:/ |Jr|dédn = %|JT|. *)
T Ty
Na druhé strang,

%hQT sindr < 2mesaT < @hQT (**)

Druhé nerovnost (**) je evidentni. Dokdzeme prvni: Necht a1 < by < e = hr jsou délky stran
trojuhelnika T. Potom 2messT = bphy sindp. Protoze hpr < ar + by, plati %hT < bp. Odtud
plyne (**). Vztahy (*), (**) implikuji (17.7).
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B) Linearita p(z,y) implikuje
max |[p| = max_|[p(P;)]. (17.8)
T i=1,2,3
Polozime-li

p*(&n) =p(@" (& n),y"(&n)),
kde z = z*(&,m), y = y*(&,n) je transformace (17.6), dostaneme ze (17.8)

max |p| = max |p*|. (17.9)
T To

Véta 17.11 implikuje (£ je zde trojrozmérny prostor polynomi nanejvys 1. stupné na Tg)

max Ip*| < Collp*||Ly (1y) » (17.10)
0

kde konstanta C zavisi pouze na T.
Protoze

12112, () Z/T[p(may)]zdmdy:/ [p* (& m))?|Jr| dédn = |J7| - [Ip*(|F, (1) -

To

podle (17.7) plati

1 c
* - < - , 17.11
I zar) = == lPlacr) < femlpllagry (711

kde jsme zahrnuli v/2 do konstanty C'. Ze vztahii (17.9)—(17.11) plyne odhad (17.5). [J

Abychom dostali nerovnost typu (17.4), vyndsobme nerovnost (17.5) vyrazem

C~'hp/sind7, takze

C = hpy/sindp [m?XT ip(z,y) < ||IpllL,cr)-
z,Y|E

Protoze

[z,y]€T

Ipllzacr) = \/ [ oo )2dsdy < max_[p(o.p)|/meass 7.
T

dostavame nerovnost (17.4) ve tvaru

C~'hy/sindr max [p(z,y)| < ||pllr,r) < Vmeass T max |p(z,y)], (17.12)

[z,y]€T [#,y] €T

kde tedy pro konstanty C a Cs plati

Ci = C_lhT\/sinﬁT, Cy = /measy T.

Veli¢cina max_|p(z,y)| je identickd s normou ||p[/co(z) a lze ji v tomto piipadé
[z,y]€T
interpretovat jako normu na trojrozmérném linedrnim prostoru vsech polynomi

dvou proménnych, jejichz stupen je nanejvys roven jedné.
V teorii metody kone¢nych prvki mé vSem zasadni vyznam nerovnost (17.5) a
ne z ni odvozena nerovnost (17.12).
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17.14. Koneény prvek jako linearni prostor. Hovorime-li o konecném proku,
mame na mysli tyto t¥i skutecnosti:

1. Geometricky utvar. V aplikacich metody koneénych prvkt v dvojrozmér-
nych problémech to byva nejcastéji trojuhelnik.

2. Funkce jednoznaéné zadana koneénym poctem hodnot. V pfipadé
trojuhelnikt jsou to polynomy stupné nanejvys n, kde n je pevné dané. Kazdy
polynom (nanejvys) n-tého stupné lze jednoznaéné urcit celkovym poctem N =
$(n +1)(n + 2) hodnot. To proto, Ze polynom (nanejvys) n-tého stupné dvou pro-
ménnych je linedrni kombinaci mononomi tvaru

ziy?, kde 0 <i+j<nmn, (17.13)
kterych je celkem N:
p(z,y) = a1 +asrtasy+asr® +asvy+acy +arrd +agr?y+- - +an_1o0y" " Hany™.
Je-liag = - -+ = ay, vidime, Ze polynom (nanejvys) n-tého stupné dvou proménnych
obsahuje jako specialni pripad konstantu, je-li a4 = --- = ay, vidime, Ze polynom
(nanejvys) n-tého stupné dvou proménnych obsahuje jako specidlni pfipad polynom
prvniho stupné, atd.

3. Parametry. Hodnoty, které jednoznacéné urcuji polynom p(z,y) (nanejvys)
n-tého stupné, se v metodé koneénych prvki voli jako funkéni hodnoty, pripadné
derivace predepsané v nékterych bodech uvazovaného geometrického utvaru (tj.
trojuhelnika, je-li geometrickym ttvarem trojihelnik). Tyto hodnoty pak nazyvame
parametry a volime je obvykle tak, aby hodnota polynomu p(z, y) byla v libovolném

bodé strany trojuhelnika 7' urcena pouze parametry, které jsou predepsany v bodech
této strany.

Takto zadany polynom potom uvazujeme pouze v bodech [z,y] € T. Kazdy
takovy polynom je jednozna¢né uréen N-tici parametri (qi,qo,...,qn) a protoze
tyto N-tice tvori N-rozmeérny linearni prostor, je mnozina vSech takovych polynomu
N-rozmérnym linedrnim prostorem, ve kterém je sc¢itani polynomt a nasobeni po-
lynomu redlnym ¢islem definovano pfirozenym zpusobem (viz Priklad 2.18).

Kazdy takovy linearni prostor nazyvame konecny prvek. Je jednoznacné urcen
geometrickym dtvarem, typem funkce a parametry.

17.15. Priklady trojuhelnikovych prvkua. Ukazeme zde, jak v ptipadech
riznych n lze zadat N parametrti, aby byly splnény vyse kladené pozadavky na
parametry. (Dtkaz, Zze tomu tak skutecné je, bude uveden v kurzu Numerické me-
tody IIL) Symboly Py, P,, P; budou znaéit vrcholy trojihelnika T', symbol Py jeho

1. n =1; potom N = 3 a trojice parametru je tvaru
p(P;) (1=1,2,3).
K této trojici parametra nélezi polynom p(x,y) = a1 + asx + azy, jehoz koeficienty
ai, az, az ur¢ime fesenim soustavy tii linearnich algebraickych rovnic tvaru
a1 + azzy + azyr = p(Pr),
a1 + axx2 + azys = p(P),
a1 + azx3 + azys = p(Ps),

kde x;,y; jsou soutadnice vrcholu F;.
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2. n = 2; potom N = 6 a Sestice parametru je tvaru

p(Pi), p(Qi) (i=1,2,3).
3a. n = 3; potom N = 10 a deset parametri obvykle volime tvaru

. op op .
p(PZ) (Z =0,1,2, 3)7 £(Pj)7 8_y(PJ) (.7 = 1:273)'

3b. Chceme-li v ptipadé n = 3 zadat jako parametry pouze funkéni hodnoty,
potom kromé parametri p(P;) (i = 0,1,2,3) volime dalSich Sest parametri ve
tvaru funkcénich hodnot v bodech, které déli strany trojihelnika na tretiny.

17.16. P¥iklad obdélnikového prvku. Necht D je obdélnik se stranami rov-

nobéznymi se souradnymi osami a vrcholy Py, ..., P;. V tomto pripadé budeme pfi
daném n uvazovat jako typy funkci linedrni kombinace mononomt tvaru
zly (i=0,1,...,n; j=0,1,...,n). (17.14)

V piipadé n = 1 to budou bilinedrni polynomy (tj. linedrni v kazdé proménné, je-li
druhd proménna pevné ¢islo)

p(z,y) = a1 + a2x + asy + asxy.
Parametry jsou v tomto ptipadé ¢tyfi a jsou to funkéni hodnoty p(Py),...,p(Py)

bilinedrniho polynomu ve vrcholech obdélnika D.

17.17. Piiklad ¢tyisténného prvku. Analogii trojuhelnika ve tfech dimen-
zich je ¢tyfstén. Polynom p(z, y, z) t¥1 proménnych je linedrni kombinaci mononomi
tvaru

wiyih (0<i+j+k<n). (17.15)
Piislusny polynom p(z,y,z) ma celkem N = ¢(n + 1)(n + 2)(n + 3) koeficientt
ai,...,an, k jejichz urceni je zapotiebi N parametrii. V nejjednodussim piipadé

n = 1 jde o ¢tyfi parametry, za které volime funkéni hodnoty p(P;) (i = 1,...,4)
ve vrcholech Ctyfsténu.

17.18. Analyticky vyznam kone¢nych prvkua. Tento vyznam vysvétlime
v piipadé trojuhelnikovych prvki. Méme uzavienou oblast Q s polygonalni hra-
nici. Tuto oblast ztriangulujme, tj. rozdélme na konecny pocet trojuhelnikt tak, ze
libovolné dva trojuhelniky T, T]- jsou bud disjunktni, nebo maji spoleény vrchol,
nebo spolecnou stranu. Zvolme typ konecného prvku a na kazdém prvku zvolme
prislusné uzlové body. To znamena, ze uzlové body na spolecné strané dvou troju-
helniki budou totozné. Na kazdém trojuhelniku zadejme ptislusnych N parametri
tak, ze ve spolec¢nych uzlovych bodech dvou nebo vice trojuhelnikti budou para-
metry totozné. (Pfipad uzlového bodu spoleéného vice nez dvéma trojihelnikiim
nastava, kdyz uzlovy bod je spoleénym vrcholem nékolika trojthelniki.) Z vlast-
nosti 3 uvedené v 17.14 pak plyne, Ze takto zadanym parametrim piislugi na Q
funkce, ktera nélezi do C°(Q) a je po uzavienych trojuhelnicich T'; dané triangulace
uzaviené oblasti 2 polynomem (nanejvys) n-tého stupné.

Poznamenejme, ze v pripadé 3a uvedeném v Prikladé 17.15 budou parcialni
derivace 97, g—gj globélni funkce f spojité nejen ve vnitinich bodech kazdého troj-
thelnika dané triangulace, ale i ve spole¢nych vrcholech jednotlivych trojuhelniki
(protoze tyto hodnoty jsou pfimo zadany jako parametry.)
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18. FUNKCIONALY A LINEARNI FUNKCIONALY

18.1. Definice. Ciselnou funkci f(z) definovanou na nékterém normovaném
prostoru R = (L, | - ||) budeme nazyvat funkciondlem. Funkciondl f(z) se nazyva
linedrni, jestlize

flax + py) = af () + B (y),
kde z, y € R a «, [ jsou libovolné skalary.

18.2. Definice. a) Funkciondl f(z) se nazyva spojity v bodé x, jestlize ke kaz-
dému € > 0 existuje takové okoli U = Uy()(7o) bodu zg, ve kterém je funkciondl
f(x) definovan a plati

|f(z) — f(zo)| <e Vzel. (18.1)
Trochu jinymi slovy: Funkciondl f(z) se nazyva spojity v bodé xg, jestlize ke kaz-
dému € > 0 existuje takové d(e) > 0, ze pro vSechny body x € L spliujici

[l = o]l < d(e)

plati
/(=) = flzo)| <e. (18.1a)

Funkcional f se nazyva spojity v normovaném prostoru R, je-li spojity v kaz-
dém bodé x € R. Stejné se definuje spojitost v bodé a spojitost v R linearniho
funkcionalu.

b) Funkcional f(x) se nazyva rovnomeérné spojity v normovaném prostoru R,
jestlize ke kazdému € > 0 existuje takové §(e) > 0, ze z nerovnosti

|x1 — z2|| < d(e), =1,22 € R
plyne, ze
f(z1) — fla2)| <e. (18.1b)

c) Funkciondl f(x) se nazyva lipschitzovsky spojity v normovaném prostoru R,
jestlize existuje konstanta L > 0 tak, ze

|f(fL‘1) — f($2)| < LHfL‘l — .'EQ” Vflfl,xg € R. (181C)

18.2a. Poznamka. Stejné jako Vétu 12.2 muzeme dokazat toto tvrzeni: Funk-
ciondl f je spojity v bodé o € R, kdyZ a jen kdyZ f(xy,) — f(xo) pro kaZdou
posloupnost {x,,} konvergujici v R k bodu xg, tj.

lim f(r,) = f(zo) = f( lim z,).

n—o0 n— oo

Limita na levé strané je v RY, na pravé strané v R. O
18.2b. Poznamka. a) Funkciondl f rovnomeérné spojity v R je spojity v R.

To je vidét okamzité: Necht bod x5 je pevny a 27 proménny a polozme xy = x»
a x = 1. Potom (18.1b) pfejde v (18.1a).

b) Funkciondl f lipschitzovsky spojity v R je rovnomérné spojity v R.
Skuteéné: Pro ||z1 — 2| < ¢/L z (18.1c) plyne (18.1b).
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18.2c. Priklady lipschitzovsky spojitych funkcionala a funkci.

1. Funkciondl f(z) = ||z|| je lipschitzovsky spojity na normovaném prostoru R:
Z trojuhelnikovych nerovnosti

Izl = lly +z =yl <yl +llz—yll, Myl =llz+y -zl <zl + ]z -yl
plyne |[|z|| — [ly|l| < || — yl|, takZe v tomto pripadé je L = 1.

2. Pfipomenme si Lagrangeovu vétu z matematické analyzy: Necht funkce f(z)
je definovand a spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a necht f'(z) ezistuje v (a,b).
Potom ezistuje bod c € (a,b) (tj. a < ¢ < b) tak, Ze

f() = f(a) = f'(c)(b - a).

Ptfechodem k absolutnim hodnotdm dostaneme

£ () = f(a)| = [f'(c)] - |b—al.

Je-li navic |f'(x)| < L pro z € (a,b), potom
|f(z) = f(y)| < Llz—y| Va,y € (a,b).

3. Zobecnime predchozi vysledek: Nechf funkce f(x) je definovana a spojitd na
uzavieném intervalu <a, b> a necht ma v podintervalech (z;_1, x;) ohrani¢enou de-
rivaci, tj.

If'(x)| <L Vz e (zi_1,7) (1=1,2,...n),
kdexp=a<z1 <29 <--- <2, =5. Potom

(e) = FB) < la—B| Va,B € (a,b).

Tvrzeni dokazeme v pripadé, ze o € <$i_1,xi>, GRS <xi+1,xi+2>. Plati

[f(a) = FB < [f (@) = Flai)| + | f (i) = f(@ig1) | + | f(@ita) — F(B)] <
< Ll = m] + |wi — @i | + [wipa — B]) = Lla — B.
Speciélnim pfipadem jak tohoto vysledku, tak prvniho ptikladu je funkce f(z) =
|z|, kterd nemé derivaci v bodé z = 0.

4. Zobecnéme vysledek prikladu 2 na piipad funkce t¥i proménnych. Plati: Necht
funkce f(z,y,2) je definovand a spojitd v ohranicené uzaviené oblasti ) a necht md
spojité parcidlni derivace 1. fadu uvniti oblasti Q. Necht Py(xo, Yo, 20), P1(z1,y1,21)
jsou takové dva vnitini body oblasti (), Ze usecka Py P lezi celd v ). Potom existuje
takovy bod Py(xo+9(x1 —20), Yo +9(y1 — Yo), 20 + (21 — 20)) (0 < ¥ < 1), Ze plati

1P = 170 = SL P o1 = 20) + L P - ) + L P a1 200
Necht navic plati
of of of
L) |E), a—yU’)‘ <L wpeq

a oblast 2 je konvexni. Potom
|f(P1) = f(Po)| < L(|lz1 — wol 4 [y1 — 9ol + |21 — 20]) = L[| P — Pol[x  VFo, Py € Q2.
Z kap. 17 plyne, ze |P1 — Py||1 < Ca|| Py — Po|2, takze

|f(P1) — f(Po)| < CoL|| Py — Bol|2,

coz je klasicka Lipschitzova podminka pro funkce vice proménnych.
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18.3. Véta. Je-li linearni funkciondl f(z) spojity v libovolném jednom bodé
xo € R, potom je spojity vsude v R.

Diikaz. Necht je linedrni funkcionél spojity v bodé x = xy. To je rovnocenné
podle Poznamky 18.2a tomu, ze

f(xn) — f(zo) pro x, — xo.

Necht déle y,, — y. Potom

fn)=flun—y+x0+y—20) = flyn —y +20) + f(y) — f(20)- (18.2)

Avsak y, —y + xg — x¢. Odtud podle predpokladu dokazované véty plyne

f(yn —y +z0) = f(20)-
Tedy podle (18.2)

flyn) = f(x0) + fy) — f(w0) = f(y),

coz jsme chtéli dokazat. [

Staci tedy ovérovat spojitost linedrniho funkcionalu v jednom bodé, napt. v bodé
r=20.

18.4. Definice. Rikame, 7ze funkcional f : R — Rl kde R = (L, - ), je

ohraniceny, jestlize existuje takové cislo M > 0, ze

If(z)| < M|jz| VzeR. (18.3)

18.5. Véta. Linedrni funkcional f(z) je spojity, kdyz a jen kdyz je ohraniceny.

Diikaz. a) Predpokladejme, ze linedrni funkcional f(x) neni ohraniceny. Potom
ke kazdému pfirozenému c¢islu n lze najit takovy prvek z,, € R, ze

| f(zn)] > nflz|. (18.4)
Polozme T
Yn = ———. (18.5)
E|

Potom ||y,|| = 1, tj. |lyn —0]] = %, takze y,, — 6. Ale soucasné podle (18.5) a (18.4)

=1 G| = el > 1

Protoze f(0#) = 0 pro kazdy linedrni funkcional, vidime, Ze v bodé z = 0 neni
funkciondal f(x) spojity. Negaci dokadzané implikace dostavame, ze kazdy spojity
funkcional je ohraniceny.

b) Necht nyni ¢islo M, které splituje podminku (18.3), existuje. Potom pro libo-
volnou posloupnost x,, — 6 plati

|[f(2n)] < M|jzn]| =0,

tj. funkcional f(z) je spojity v bodé z = 0, a tedy (podle Véty 18.3) je spojity ve
vSech bodech x € R. [
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18.6. Definice. Veli¢inu

11 = sup T@ _ o 15, (18.6)
w26 |1zl jzp=2

nazyvame normou linedrniho funkcionalu f(x).

Poznamenejme, ze norma linedrniho funkcionalu dané vztahem (18.6) je nejmensi
hodnota ¢isla M ze vztahu (18.3).

18.7. P¥iklad. Uvazujme normovany prostor R = (R!, ||z|| = |z|) a v ném
funkci f(z) = kz. Tato funkce je linedrni funkcional na R!, protoZe

flaz + By) = k(ax + By) = akz + Pky = af(z) + Bf(y)-

Plati
|f(2)| = |k] - |z| = |K] - [|=]],

takze podle (18.6) je || f||« = |k|. Pozor: linearni funkce ax + b neni linearni funkci-
onal.

18.8. Pi¥iklad. Necht R(™ je n-rozmérny euklidovsky prostor a a € R(™ libo-
volny pevny vektor. Polozme

[(#) = (z,a) Vae RO,
kde (z, a) je skalarni soucin vektort = a a. Je zfejmé, ze f(z) je linearni funkcional:

flaxw + py) = (ax + By, a) = a(z,a) + By, a) = af(z) + Bf(y)

pro viechny vektory =,y € R(™ a vsechna &isla a, 5. Dale, podle Schwarzovy
nerovnosti

f (@) = |(z,a)| < [lz]] - [[a]]. (18.9)
Odtud plyne, ze funkciondl f(z) je ohranifeny, a proto spojity. Ze vztahu (18.9)

plyne
|f ()|
[l

< |la]l .

Protoze prava strana této nerovnosti nezavisi na x, plati

|/ ()]

sup ———— < ||a|,
o260 |7

tj. [|fll« < |la||. Ale polozime-li x = a, dostaneme:

|/ (a)]
el

f(a)] = (a,a) = |la]* =

= [lall.

Proto
[ £]l+ = [lall -
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18.9. Priklad. Integral

kde a < b a z(t) je spojitd funkce na <a, b>, je linedrni funkcional na prostoru
C%{a,b). Jeho norma je rovna b — a. Skute¢né

II@N==yAb$@%ﬁ‘S;gg;h%ﬂKb—a%

pricemz pro x = const nastava rovnost.

18.10. Priklad. Uvazujme obecnéjsi piiklad nez je Pfiklad 18.9. Necht yo(t) je
néjaka pevna funkce z prostoru C’O<a, b>. Polozme

b
flx) = / z(t)yo(t)dt Va € C%a,b).

Tento vztah definuje linearni funkcional na C’O<a, b>, protoze
b

flaz + By) = / (cux(t) + By())o(t) df =

a

. / 2(B)o(t) dt + / y(Dyolt) dt = af () + BF(y)

pro vSechny funkce z, y € C’0<a, b> a vSechna cisla a, . Tento funkcional je ohra-
niceny:

b b
F(@)] = \ [ #ou) dt\ <ol [ (o). (18.7)

Tedy funkciondl f(x) je linedrni a ohraniceny, takze je i spojity.

Z (18.7) prozatim plyne, Ze

i1 < [ ol (18.5)
Dokéazeme, ze ,

1]l = / lyo(t)] dt. (18.9)
K tomu staci dokazat, ze ,

171l > / lyo(8)] dt. (18.10)

Za tim ucelem zvolme € > 0 libovolné, ale pevné, a rozlozme interval <a,b> na podintervaly
body a = t9 < t1 < --- < tn, = b tak, aby oscilace funkce yo(t) (tj. rozdil mezi jeji nejvétsi a
nejmensi hodnotou) na kazdém z intervalt <tk,tk+1> byla mensi nez €. Rozdélme vSechny po-

dintervaly do dvou skupin: do prvni skupiny pat¥i vSechny takové intervaly A}, AL, ..., A7, ve
kterych funkce yo(t) neméni znaménko (tj. v kazdém je bud kladnd, nebo zdporna). Zbyvajici
intervaly AY, Ay, ..., AY. Protoze funkce yo(t) méni v kazdém intervalu A} (k = 1,...,s) zna-

ménko, existuje v kazdém intervalu A;C’ alesporni jeden bod, ve kterém je funkce yo(t) rovna nule.
Odtud a z toho, ze oscilace funkce yo(t) je na kazdém z intervalt <tk, tk+1> mensi nez €, plyne, ze

o) <e (€Al k=1,2,...,s). (18.11)
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Definujme nyni pomocnou funkci Z(t) € Co<a, b> takto: V intervalech prvni skupiny klademe
T(t) =sgnyo(t) (t€ Al j=1,2,...,7). (18.12)

Na intervalech A} (k =1,2,...,s) necht je funkce Z(t) linedrni. Pfitom, pokud je bod a (nebo b)
koncem nékterého z intervaltt A}, tak definujeme Z(a) = 0 (nebo z(b) = 0).
Odhadneme nyni zdola hodnotu

b
1@ = [ 3to(t) dt.

Plati .
b T
/ F@)yo(t) dt =3 / Ft)yo(t) dt + 3 / F(t)yo(t) dt. (18.13)
a =174} k=174
J J
Vzhledem k (18.12) plati
/ F(t)yo(t) dt — / lyo()] dt. (18.14)
Al Al
J J
Dale
[, 50wz~ [ 7@ ()] >
Ay Ay
(18.15)
>~ max 50 [ o] dt =~ [ w0 dt
teay Ay A
Konecné

T b s
]z::l /A; oDl de= /a ol 4t = ;; /A;; [yo(®)] dt. (18.16)

Z (18.11) a (18.13)—(18.16) plyne
b b S b
/a F(t)yo(t) dt > / (o]t =23 /A , w(®)]dt > / lwo ()] dt — 26(b — a).

Protoze ||z|| = 1, plati

T b b
'Jl](f”)' :f(f):/a F(H)yo (1) dt>/a lyo(1)] dt — 2¢(b — a). (18.17)

Nechame-li v (18.17) konvergovat ¢ k nule, dostaneme hledanou nerovnost (18.10). Tedy vzhledem
k opa¢né nerovnosti (18.8) pro normu || f||+« funkcionédlu f plati vztah (18.9).

1£1l« >

18.15. Priklad. V prostoru l, mtzeme definovat linedrni funkcional stejnym
zplusobem jako jsme to ude€lali v euklidovském prostoru R%: vybereme v [o néjaky

pevny prvek a = (a1, as2,...,an,...) a poloZzime
(o)
f@)=> anan. (18.18)
n=1
Rada (18.18) konverguje pro libovolny prvek z € Is:
oo oo (o)
S rnan| < | S0, [D a2 = el llal (18.19)
n=1 n=1 n=1

V piipadé z = a nerovnost (18.19) pfechazi v rovnost

oo
2 _ 2
an—E a, .

n=1 n=1

oo

Odtud
[ f]l« = [all -
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19. ADJUNGOVANY PROSTOR

V pripadé linearnich funkciondli je mozno definovat operaci sc¢itani funkcionali
a operaci nasobeni funkcionalu ¢islem stejnym zptisobem jako v pripadé funkci
n proménnych (viz Ptiklad 2.18); jediny rozdil je v tom, ze v Ptikladé 2.18 byla
jako defini¢ni obor funkci uvazovana mnozina €2 C R™, kdezto v ptripadé linearnich
funkcionald je definicnim oborem cely linearni, resp. normovany prostor:

19.1. Definice. Necht f; a fo jsou jsou dva spojité linearni funkciondly na
nékterém normovaném prostoru R (ne nutné tplnym). Jejich souc¢tem nazyvame
takovy funkcional f = f1 + fo, Ze

f(x) = fi(z) + fo(z) VzeR.

Soucinem spojitého linearniho funkcionélu f; a ¢isla a se nazyva takovy funkciondl

f = afla ze
fx)=afi(z) VreR.

Je ziejmé, ze soucet f1 + fo a soucin af; jsou spojité linedrni funkciondly.

Snadno se ovéri, ze takto definované operace sc¢itani spojitych linearnich funkci-
onalli a jejich nasobeni cislem vyhovuji vSem axiomim linedrniho prostoru. Kromé
toho norma spojitého linearniho funkcionalu definovana vztahem (18.6) vyhovuje
vSem pozadavkim kladenym na normu v Definici 3.1. Skutecné,

1. ||fll« > 0 pro kazdy funkcional f # 0; ||f||« =0, kdyZ a jen kdyz f = 0,

2. laflle = led - £l
3. |\f1 + fall. = sup LLEHELOL < qup RO 4 g LG — £, 4| £y
T#£60 T#£60 T#6
Tedy mnozina vsech spojitych lineadrnich funkcionald na néjakém normovaném
prostoru R je sama normovanym prostorem. Tento prostor se nazyva adjungovany

k R a znadi se R*.

19.2. Véta. Adjungovany prostor je vzdy uplny.

Dikaz. Necht {fn} je cauchyovské posloupnost spojitych linedrnich funkcionald. Podle definice
cauchyovské posloupnosti ke kazdému ¢ > 0 existuje N(e) > 0 tak, ze ||fn — fml||+ < € pro
n,m > N(e). Potom pro libovolné x € R (z # 6) podle Definice 18.6 a poznamky k ni

[fn(2) = fm(@)] < Nfn = frnll<llz]] <ell]l, (*)

tj. (vzhledem k tplnosti ¢iselné primky R!) ¢iselna posloupnost {fr(z)} konverguje pro libovolné
z € R. Polozme
f(z):= lim fn(x);
n—oo

dokazeme, ze f(z) je spojity linedrni funkcionél:
1. lincarita: f(aw +By) = lim_fa(az +By) = lim [afa(e) + Bfal)] = af(@) +BI().

2. Vratme se k nerovnosti (*), tj.

|fn(@) = fm(z)| < el|x]] (*)

a prejdéme v ni k limité pro m — oo. Protoze absolutni hodnota je spojita funkce, pro levou
stranu plati podle Véty 12.2:

Jim [ fa(e) = fmn@)| = | lim (fa@) = fm@)] = (@) = 1 fu(@)] = 1fa(e) = f@)]

73



Prava strana na m nezavisi, takze dostavame vysledek

|fr(z) — f(@)] <ellz]|. (**)
Odtud plyne podle Definice 18.4, Ze pro kazdé n je linedrni funkcional f — f,, ohraniceny, takze je
podle Véty 18.5 spojity. Potom je vsak také spojity linedrni funkciondl f = fn, + (f — fn)-
Podélme nerovnost (**) vyrazem ||z||, kde T # 6, a pfejdéme k supremu. Potom podle Definice
18.6 dostavame:

[ frn = Fllx < e.
To znamena, Ze li_r>n [lfn — fll« = 0 ¢l f, &> f v R*, takze kazd4 cauchyovskd posloupnost
m <
{fn} C R* je v R* konvergentni. []
Zdtraznéme jesté jednou, ze tato véta plati nezavisle na tom, je-li vychozi nor-
movany prostor R uplny nebo ne. Pro Gplnost adjungovaného prostoru R* je pod-

statna tplnost prostoru, ve kterém lezi hodnoty spojitého linearniho funkcionalu f,
tj. uplnost ¢iselné piimky R!.

19.3. Priklad. Necht F je n-rozmérny prostor s bazi ey, es, ..., e,. Potom pro
funkcional f plati

fz) = fo (19.2)

kde .
=Y mei, fi:=[(e).
i=1
Tedy funkcional f je definovan n ¢isly fi,..., fn, coz jsou jeho hodnoty na ba-

zovych vektorech, takze prostor adjungovany s n-rozmérnym prostorem je také
N-rozZMmerny.

Vyraz pro normu v adjungovaném prostoru F* zavisi na tom, jak je definovana
norma v prostoru F.

a) Necht ||z]] = /Y 22. Podobné jako v Piikladu 18.8 lze dokazat, ze

=1

1f1ls =

n
> 17
=1

tj. adjungovany prostor k euklidovskému prostoru je také euklidovsky.

b) Necht ||z|| = max |x;|. Potom
1<i<n
@ = |3 < (1) gmae il = (0151l

n
Norma || f||« nemtize byt mensi nez >’ | f;|, protoze polozime-li
i=1

+1 v pripadé f; > 0,
r; =< —1 v pripadé f; <0,
0 v pripadé f; =0,
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bude platit

@) =15 = (_ ) e

=1

1 1

n P n q
c) Jestlize ||z|| = (Z |3:Z-|p> , p> 1, potom || f|l« = ( > |fz-|q> , pri¢em?z

+

SRR
S

Plyne to z Holderovy nerovnosti

1 1
> o < (Ska) (L)

O —1 s
a z toho, ze pfi z; > 0, f; = 27" nastavé rovnost.

19.4. Priklad. UvaZzujme prostor ¢ vSech nulovych posloupnosti z = {z,} (viz
priklad 74.9) s normou

[zl = sup |znl.
1<n<oco

Za chvili dokézeme, ze linedrni funkcional v prostoru cg je dan vztahem
oo oo
fl@)=>_fizi, > Ifil <. (19.3)
i=1 i=1

Odtud plyne
@) < IR Jrl < max Jaa YAl
1=1 - i=1
Tedy
£l <D 1AL (19.4)
i=1

Nyni dokézeme, ze v (19.4) nastava znaménko rovnosti: Jestlize

oo
Z |fl| =a,
=1

potom ke kazdému € > 0 existuje takové N = N(e) > 0, ze

N
Z|f¢|>a—s.
i=1
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Polozme nyni
+1, jestlize f, >0an <N,

—1, jestlize f,, <0an < N,
0, jestlize f,, =0an <N,
0, jestlize n > N.

Potom

N
f@) =) |fal >a—e,
n=1

odkud plyne, zZe ||f]|« = a.
Nyni dokdZeme, Ze v prostoru ¢y maji vSechny funkcionély tvar (19.3). Polozme

en = (0,0,...,0,1,0,...),

tj. e, oznacuje posloupnost, v které na n-tém misté stoji jednicka a na ostatnich
mistech nuly.
Necht je zadéan linearni funkcional f(z); jeho hodnotu f(e, ) oznacime f,,. Jestlize

x=(r1,%2,...,Tpn,0,...), (19.5)

potom

n
x =x1e1 + Taex + -+ Tpey, f(z)= Zflxl
i=1

oo
Dokézeme, Ze pro kazdy linedrni ohraniceny funkciondl na cq plati Y |fn| < oo.
n=1

Kdyby bylo > |fn| = oo, potom ke kazdému H by bylo mozné najit takové N, ze

n=1

N
> fal>H.
n=1

Sestrojme prvek z takto:

+1, jestlize f, >0an < N,

—1, jestlize f, <0an <N,
0, jestlize f,, =0an < N,
0, jestlize n > N.

Ip =

Norma tohoto prvku je rovna jedné, takze

N N
|f(z)] = Zfz‘xz' = Z |fil > H = H|z[
i—1

=1
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coz je ve sporu s predpokladem o ohranic¢enosti funkcionédlu f(x).
Mnozina prvka tvaru (19.5) je vsude husta v prostoru cg. Proto linedrni spojity
funkciondl je jednoznacné definovan svymi hodnotami na této mnozine. Tedy

fa) =Y fiwi.
im1

Tim jsme dokézali, Ze na prostoru c¢g vSechny linearni funkcionaly maji tvar (19.3).
Adjungovany prostor k prostoru ¢y sestava z posloupnosti (f1, fa, ..., fn,---),

[e.e]
které spliiuji podminku > |fn| < oc.

n=1

19.5. Priklad. Necht normovany prostor sestava z posloupnosti

o0
= (T1,T2,...,Tpn,...), Z|$’| < 00
i=1

oo
s normou ||z|| = Y |z,
n=1
Je mozné dokazat, ze adjungovanym prostorem je prostor ohranic¢enych posloup-

nosti s normou || f|l, = sup |fn|
1<n<oco

Ve vSech prikladech uvedenych pro n-rozmérné prostory adjungovany prostor
byl (jako linedrni prostor) totozny s puvodnim. Jak ukazuji ptiklady 19.4 a 19.5
v pripadé nekonecné dimenze tomu tak nemusi byt. Uvedeme nyni priklad, kdy oba
prostory jsou totozné v pripadé nekonecné dimenze.

19.6. Priklad. Prostor [y sestava z posloupnosti

o0
2
= (T1,T2, .., Tpny...), E xr; < o0
=1

[e.°]
a norma je v ném dana vztahem ||z|| = , /> z?. DokéZeme toto tvrzeni: Funkcio-
\/ i=1

naly na prostoru /o maji tvar
fl@)=>" fix; (19.6)
i=1

a pro jejich normu plati

£l = (19.7)
Kazdému funkcionélu je pfifazena posloupnost (f1, f2,..., fn,...) jeho hodnot
na prvcich eq,es, ..., €e,,... definovanych stejné jako v Priklade 19.4.
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oo
Je-li funkcional ohranic¢en, potom Y. fZ < oc. Abychom to dokazali, predpoklé-

=1
dejme opak, tj. predpokladejme, Ze ke kazdému H existuje takové N, ze

N
» fE=U>H.
=1

Aplikujeme-li funkciondl (19.6) na prvek
'T:(flvf27"'7fN707"')7 ||$||:\/ﬁ7

dostaneme

N
fla)=>Y_f=U>VH]|a|,
7=1

coz je ve sporu s ohranicenosti funkcionalu.

Protoze funkcional f je linearni, snadno nalezneme jeho hodnoty na prvcich tvaru
x = (21,%2,...,%,,0,...); na ostatnich prvcich prostoru Iy hodnoty f nalezneme
ze spojitosti; dohromady dostaneme

fle) =) fiwi,
=1

tj. plati (19.6). Vyraz (19.7) pro normu se stanovi pomoci Schwarzovy nerovnosti.

19.7. Priklad. Prostor /,, kde p > 1, je prostor posloupnosti

1 1
. P - P
o= Gz (Slal) <o ol = (laip)

i=1 i=1
Prostor adjungovany k prostoru /, je prostor /,, kde

1 1

-4+ -=1.

p 4q
Dikaz je analogicky predchéazejicim dikaztim. Uziva se pfi ném Hoélderova nerov-
nost. V pripadé p = 1 je adjungovanym prostorem prostor M °.

20. HAHN — BANACHOVA VETA O PRODLOUZENI LINEARNICH FUNKCIONALU
A VETA O DOSTATECNEM POCTU LINEARNICH FUNKCIONALU

77.1. Véta (Hahn-Banach). Kazdy spojity linearni funkcional f(x) defino-
vany na linedrnim podprostoru G normovaného prostoru E lze prodlouzit na cely
prostor E se zachovanim normy, tj. na E lze sestrojit takovy spojity linearni funk-
cional F(z), ze

F(x)=f(z) Vred, (20.1)

[Ell«.2 = [[fll+.c- (20.2)
Drikaz Hahn-Banachovy véty je dosti komplikovany a lze jej nalézt napt. v [Zel].

Zavaznym dusledkem Hahn-Banachovy véty je nasledujici véta o dostatecném
poctu funkciondli, kterd zarucuje existenci spojitého linedrniho funkcionalu, ktery
je rizny od nuly v pfedem daném prvku.
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20.2. Véta (o dostate¢ném poctu funkcionalu). Necht xy # 0 je libovolny
prvek v normovaném prostoru R a M > 0 libovolné ¢islo. Potom na R existuje
takovy spojity linearni funkcional f(x), ze

1./

pricemz

f(zo) = [ £« llzoll - (20.4)

20.2a. Poznamka. Nékdy se Véta 20.2 formuluje takto: Necht xog # 0 je li-
bovolny prvek v normovaném prostoru R. Potom na R existuje takovy linedarni
funkcional f(x), Ze

£l =15 f(zo) = ||wol|.
t7. na prvku xy se realizuje znak rovnosti v normativni nerovnosti pro funkcional f:
[f @) < 1]
Dikaz Vety 20.2. Polozme

f(tzo) = tM||zol|, t€ R'. (20.5)

Vztah (20.5) definuje linearni funkcionédl na jednorozmérném podprostoru X; =
{tzg: t € R'} C R. Protoze

|f (two)| = [t M ||zol| = M|[tzoll, te€ R,
plati
[ ll,x, =M. (20.6)

Z (20.6) podle Hahn-Banachovy véty plyne (20.3). Polozime-li ¢ = 1 v (20.5), do-
staneme (20.4). O

Geometricky vyznam Véty 20.2 je tento: V Banachové prostoru lze kazdym bo-

dem x( vést nadrovinu, ktera je tecnéd k nadkouli ||z|| = ||zo]|.

21. DRUHY ADJUNGOVANY PROSTOR

Protoze mnozina R* linedrnich funkcionalti na néjakém normovaném prostoru
R tvori opét normovany prostor, mizeme mluvit o prostoru R** linearnich funk-
cionald na R*, tj. o druhém adjungovaném prostoru k prostoru R, atd. Pfedevsim
poznamenejme, ze kazdy prvek z R definuje néjaky linearni funkcional na R*. Sku-
teéné, necht

Yo (f) = f(20),

kde zog € R je néjaky pevny prvek a f probihd cely adjungovany prostor R*.
Takovym zptisobem je je kazdému f € R* pfifazeno né&jaké ¢islo 9, (f). Pfitom

Yao(f1 + Bf2) = (af1 + Bf2)(x0) = afi(xo) + Bf2(w0) = b, (f1) + Bta, (f2),
Vo ()] = [f(wo)| < I f[I4][zoll 5
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tj. s, (f) je ohrani¢eny linedrni funkciondl na R*.
Spolu se zapisem f(z) budeme uzivat symetri¢téjsi znaceni

(f,z), (21.1)

které pripomina zapis skalarniho soucinu. Pfi pevném f € R* mizeme uvazovat
tento vyraz jako funkcional na R a pii pevném x € R jako funkcional na R*.
Odtud plyne, ze pro kazdy prvek x € R je norma definovina dvéma zplisoby:
1. jeho norma se definuje jako norma prvku z R; 2. jeho norma se definuje jako
norma linedrniho funkcionalu na R*, tj. jako norma prvku z R**. Necht ||z|| ozna-
¢uje normu z jako prvku z R a ||z|/«« normu z jako prvku z R**. Ukazeme, Ze
plati
EE . (21.2)

Necht f € R* je libovolny funkcional. Potom

(o) < 1l el %

protoze leva strana posledni nerovnosti nezavisi na f, plyne odtud

gl

|#]] = sup

fER*

Ale podle Véty 20.2 (o dostateéném poctu funkcionalt) lze ke kazdému prvku z € R
najit takovy spojity linearni funkcional fy, € R*, Ze
|(fo. 2) = [ follll]| -

Odtud a z (21.3) plyne

(f.x)]

[ ]l = sup
feR

tj. plati vztah (21.2). Tim jsme dokézali tuto vétu (co se tyce pojmu linedrni varieta,
viz polozku 11.5):

21.1. Véta. Normovany prostor R je izometricky s néjakou linearni varietou
v R**.

Protoze jsme se dohodli nerozliSovat mezi sebou izometrické mnoziny, mizeme
vétu 21.1 také formulovat takto:

R C R**.

V tom ptipadé, kdyz R** = R, budeme normovany prostor R nazyvat reflexivni.
Jestlize R** # R, potom R se nazyva nereflexivni.

Euklidovské prostory R™ s kone¢nou dimenzi n a prostor [l jsou priklady refle-
xivnich prostorti (pro né dokonce plati R* = R).
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Prostor ¢y vSech posloupnosti konvergujicich k nule je prikladem tuplného nere-
flexivniho prostoru. Jak plyne z prikladu 19.4 adjungovanym prostorem k prostoru

oo
co je prostor I vSech takovych posloupnosti {f,}, ze > [fn| < +oc; k nému je
n=1

zase adjungovan prostor M vSech ohranicenych posloupnosti.

Prostor C’O<a, b> vSech spojitych funkci definovanych na intervalu <a, b> je také
nereflexivni. Ditkaz tohoto tvrzeni neuvadime.?

Piikladem reflexivniho prostoru, ktery neni totozny s prostorem k nému adjun-
govanym, je prostor I, pro 1 < p # 2: protoze lj = l;, kde 1/p+1/q =1, je
rr=1=1,.

P a ="'

D4 se dokazat toto tvrzeni: bud je normovany prostor reflexivni, tj.

R =R*™ =...,
nebo jsou vSechny prostory R, R*, R**, ... ruzné. (Ptfipad “bud” nevylucuje, zZe
R =R*=R** = ..., tj, ze vSechny prostory R, R*, R**, ... jsou stejné.)

11.ze dokazat dokonce toto silnéjsi tvrzeni: Neexistuje Zddny normovany prostor, pro néjz by
prostor Co<a, b> byl adjungovanym prostorem.
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22 . LEBESGUEOVA MIRA A LEBESGUEUV INTEGRAL: MOTIVACE

Zac¢neme zopakovanim pojmu funkce jedné proménné spojité v bodé (je to spe-
cidlni pfipad Definice 12.1 spojitého zobrazeni f : X — ) z metrického pro-
storu X = (X, ) do metrického prostoru Y = (Y,0*), kde X = Y = R! a
o(@,y) = o*(w,y) = |z —y|, m,y € R'):

22.1. Definice. Rikame, e funkce f(z) je spojita v bodé xq, jestlize je defino-
vana v néjakém otevieném intervalu I, ktery obsahuje bod x, a jestlize ke kazdému
e > 0 lze najit § = d(e) > 0 (zavislé na ¢) takové, ze pro vsechna

x € (xg—d,x0+0) C I (22.1)

plati
|f(z) = f(zo)| <e. (22.2)

Pokud je funkce f(z) spojita ve vSech bodech intervalu I, fikdme, Ze je spojita na
intervalu I.

Divame-li se na obrazek funkce, kterd je spojitd na intervalu (jak je tomu na
Obr. 22.1), myslime, Ze je vSe jasné. V 22.3 a 22.4 uvedeme dvé dosti potrhané funkce
a budeme zkoumat jejich spojitost. Ty funkce si ani porfadné neumime nakreslit.
Dtive vsak jesté v 22.2 zobecnime Definici 22.1 na pripad, ze dand funkce neni
definovéna ve vSech bodech intervalu (zo—d, 2¢+0). (Toto zobecnéni nebude pouzito
v 22.3 a 22.4.)

€1 F-=—-q—-———=—=—=——"————-
€1 p--T--=-=-—---

/ a To by

Obr.22.1. K definici spojité funkce
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22.2. Poznamka. N&kdy funkce neni definovana ve vSech bodech intervalu (zg — d,zo + 9).
Potom vztah (22.1) piSeme obecnéji:

x € (zg — b, z0 +9) N M, (22.1%)

kde M je mnozina bodu osy z, ve kterych je funkce f(z) definovédna a zo € M. Uvedme Ctyti
priklady:

a) Necht M = (—1,0) U (1,2), pficemz f(z) = —1 pro z € {(—1,0) a f(z) = 1 pro z € (1,2).
Tato funkce f(z) je spojitd na mnoziné M.

b) Necht M = (—1,0) U (0,2) (tj. M = (—1,2) \ {0}), pficemz f(z) = —1 pro =z € (—1,0) a
f(z) = 1 pro z € (0,2). Tato funkce f(z) je spojitd na mnoziné M. (Je nutné si uvédomit, ze
kazdy bod z¢ € M lezici v e-okoli bodu z = 0, kde 0 < € < 1, je vnitinim bodem mnoziny M.)

¢) Necht M = (—1,2), pficemz f(z) = —1 pro z € (—1,0) a f(z) = 1 pro = € (0,2). Tato
funkce je nespojitd v bodé z = 0.

d) Necht M = {-1,0,1,2} a nechtf funkce f(j) (j = —1,0,1,2) nabyva v bodech =z = j libo-
volnych pevnych koneénych hodnot. Tato funkce je spojitd na mnoziné M. (Abychom to dokézali,
zvolme libovolné 0 < 6 < 1. Potom (j — 6,5 + ) N M = {j}, takze nerovnost (22.2), kde z¢ = j,
je splnéna pro vSechny body lezici v (j — 4,5 + d) N M — je to jednobodova mnozina.)

22.3. Definice Dirichletovy funkce. Pro z € (0, 1) definujeme

0 pro z iraciondlni,

fp(z) :{

1 pro z racionalni.

22.4. Definice Riemannovy funkce. Pro z € (0, 1) definujeme

€Tr) =
fa(@) { pro x = %, p, q nesoudélna.

0 pro z iracionalni,
1
q

Dirichletova funkce je fadni, ale nenakreslitelnd, protoze racionalnich bodu je
v kazdém intervalu nekonecné (i kdyz spocetné) mnoho.

Co se tyce Riemannovy funkce, je také nenakreslitelnd, jeji priubéh je vsak
o mnoho zajimavéjsi, takze stoji za to tuto funkci vyhodnotit alespon v nékterych
bodech (viz také Obr. 22.2)

fr(0) = fr(1) =1,
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atd. (MuzZeme si predstavit, ze “graf” Dirichletovy funkce je obrazek néjakého ne-
pouzitého idedlniho kartacku na zuby, kdezto “graf” Riemanovy funkce je obrazek
podobného, ale uz velmi pouzivaného a tedy vydfeného idedlniho kartéacku na zuby.)
Prikroc¢ime ke zkoumaéani spojitosti obou funkeci.
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Obr. 22.2. Riemannova funkce

22.5. Véta. Dirichletova funkce fp(x) je nespojita ve vsech bodech, kdezto
Riemannova funkce fr(x) je spojita v iracionalnich bodech — body nespojitosti ma
pouze v racionalnich bodech.

Diikaz. a) Piipad funkce fp(z): Zvolme ¢ € (0,1) a 0 < ¢ < 1 libovolné, ale
pevné. At je § > 0 sebemensi, vzdy jsou v intervalu (zg — d, x¢ + d) jak racionalni,
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tak iracionalni body, takze nerovnost |f(z) — f(zo)| < € neni splnéna pro vSechny
body tohoto intervalu.

b) Piipad funkce fr(z): Zvolme iracionalni zo € (0,1) a € > 0 libovolné, ale
pevné. Existuje jenom konecny pocet prirozenych cisel ¢, kterd neprevysuji svou
hodnotou ¢islo é, z ¢ehoz plyne, Zze v uzavieném intervalu (0, 1) existuje pouze
koneény pocet raciondlnich ¢isel g, pro ktera fR(’é) = % > e. To znamena, Ze
existuje tak malé § > 0, Ze v intervalu (z¢ — d, 2o + §) nelezi zadny z téchto bodu
% (je jich ptece koneény pocet). Tedy

|f(z) = f(wo)| = f(z) <e Vz € (x0— 6,20 +9),

¢imz je spojitost funkce fr(z) v iracionédlnich bodech dokazéana.

Necht nyni z( € (0, 1) je racionélni. Zvolme 0 < & < f(z¢). At je § > 0 sebemensi,
vzdy jsou v intervalu (zg — d, 9 + §) jak raciondlni, tak iracionalni body, takze
nerovnost |f(z) — f(z¢)| < € neni splnéna pro vSechny body tohoto intervalu, coz
dokazuje nespojitost funkce fr(z) v raciondlnich bodech. O

Je tfeba zduraznit, ze obé funkce fp(z) a fr(x) jsou potrhané ve stejnych bo-
dech. Pfitom prvni je vSude nespojita, kdezto druhd téméf vSude spojita (tento
pojem bude precizovan pozdéji).

Ptejdeme k nam jiz zndmé definici Riemannova integralu:

22.6. Definice Riemannova integralu. Cislo

b b
(R)/ f(z)dz nebo stru¢néji / f(z)dx

nazyvame Riemannovym integrdalem funkce f(x) na uzavieném intervalu (a,b),
jestlize ke kazdému € > 0 existuje index N (e) tak, ze pro n > N(e) plati

b—a — b
IS A€ - () [ fla)de] <e (22.3
i=1 a
nezavisle na tom, jak volime ¢isla &; € (z;_1,2;) (i =1,...,n), kde
Aa=2T0<T1<To< - < Tp_1<Tp=0>0 (22.4)

jsou ekvidistantni body, které déli uzavieny interval {(a, b) na n stejné velkych dilku
délky (b—a)/n. O
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Obr.22.3. K definici Riemannova integralu

V pfipadé nezaporné spojité funkce f(x) vyjadifuje soucin b_T“ f (&) plochu ob-
n

délnika o délce zakladny b_T“ a vysce f(&) a vyraz b_T“ 231 f(&;) priblizny plosny
=

obsah dvojrozmérné jednoduse souvislé mnoziny U ohrani¢ené segmentem (a,b),
dvéma svislymi tiseckami o délkach f(a), f(b) a grafem funkce f(z) (viz Obr. 22.3).
Vzhledem k libovolnosti ¢ pak plyne geometricky vyznam Riemannova integralu
(R) f: f(x)dx ze spojité nezaporné funkce f(z): Je to plosny obsah mnoziny U.

Pomoci Definice 22.6 se Riemannovy integraly nepocitaji; na jejim zakladé bylo
vyvinuto mnoho rafinovanych vypocetnich metod — my vsak tuto definici probereme
na dvou ptikladech.

22.7. Priklad. Vypoctéte Riemanniv integral z funkce f(x) = kz (k > 0) pfes
interval (a, b).
Definujme dva soucty

n

b n—1 h— n
s(f) = 25 kay, S(f) = n“kaj.
i=0 j=1
Ziejmé plati
b . n
s(f) < T“Zkgi < S(f).
=1

Dokazeme nyni, ze
b
1
[ hwds = Jis(5)+ S(7).

86



Je totiz
n

[s(f) +S(] =) P,

=1

N =

kde P; je plocha lichobé&zniku o zdkladné (z;_1,z;) a s rameny kz;_1, kz;, takze

lb—a
2 n

1
P, = Ek(flfi_l + CL‘,)(IL‘, - xi—l) = k(fﬁi—l +x’t)7

piicemz Y ., P; je plocha lichobéznika o zakladné b — a a s rameny ka, kb. Nyni
je zfejmé, ze ke kazdému e > 0 lze najit N(¢) tak, ze

i(b;af(&)—ﬂ)

=1

<e, n>N(),

protoze =2 f(&;) je plocha obdélniku o stejné zakladné jako lichobéznik P; a vysce

n

f(&). Tedy plati
‘/bhmhnziéPc:1Mﬁ+bﬂb—a):lk@2—a%
a "' 2 2 '
Obvyklymi metodami integralniho poc¢tu dostaneme stejny vysledek:

b 1
/ kxdx = 514:1'2

22.8. Priklad. Dokazeme, ze Riemanniv integral z Dirichletovy funkce fp(z)
neexistuje. Pokud zvolime vSechna §; (i = 1,...,n) racionalni, plati

b—lk(zﬂ— )
—2 a ).

a

1 n
- Z fp(&)=1.
=1
Pokud zvolime vSechna &; (i =1,...,n) iracionélni, plati
1 n
- ) =0.
- ; Ip(&)

Pokud budou néktera &; iracionalni a néktera racionalni, budeme mit

n

1 « k
E;J[D(éi): -,

kde 0 < k < n je celé ¢islo. Vidime tedy, ze Definici 22.6 nelze splnit.

V Prikladu 22.8 jsme vidéli, ze aparat Riemannova integralu neni dostatecny;
selhal zde v ptipadé celkem fadni funkce. Je to jeden z mnoha ptikladd podporujicich
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tvrzeni, ze matematickd analyza potfebuje integral obecnéjsi, nez je integral ve
smyslu Riemannoveé.

Lebesgue se inspiroval pii svych matematickych objevech nejprostsimi nazornymi
poznatky, které nam dava primé pozorovani skutecnosti. Lebesguetv kriticky duch
odstranoval kazdy nepodstatny prvek, i kdyz tento prvek jiz vesel natolik do bézné
praxe, ze se uz nikdo neptal po jeho ucelu.

Jak jiz jsme vidéli, hlavni roli v procesu riemannovského integrovani maji déleni
intervalu (a,b), v némz je definovana funkce f(x), na koneény pocet dilkt. Tedy
body z (a,b) jsou zde roztiidény do kone¢ného poctu podintervalii podle svého
poradi zleva doprava na intervalu (a, b).

Lebesgue zjistil, ze toto usporadani zleva doprava (tj. uspfadani podle velikosti
prvnich soufadnic bodu [z, f(z)] grafu funkce f(z)) je vysledkem rutiny, Ze ne-
vyplyva z podstaty problému integrovani. Pouziti tohoto usporadani je dokonce i
nepraktické, tak jak je nepraktické pocitani obnosu penéz podle prvniho zpiisobu
v nasledujicim prikladé, ktery nema s integralem nic spole¢ného.

Predstavme si, ze kromé osmi minci (desetihaléfe, dvacetihaléfe, padesatiha-
1éte, koruny, dvoukoruny, pétikoruny, desetikoruny, dvacetikoruny) mame jesté ctyti
ruzné st¥ibrné mince (padesatikorunu, stokorunu, dvousetkorunu a pétisetkorunu)
patnact riznych typt — a ze mame nékolikakilogramovy vacek (¢i spise vak) téchto
minci. N&s tkol by byl stanovit pfesné penézni ¢astku v tomto vaku. Jsou mozné
dva zptsoby:

1. Vytahovat z vaku jednu minci po druhé a postupné secitat (trochu ekonomic-
t&jsi, ale témér stejné nesikovné by bylo mince vysypat na stul a postupné odebirat).

2. Vysypat mince na stil a rozdélit je do patnacti hroméadek — v kazdé by byly
mince pouze jednoho druhu. V kazdé hroméadce bychom mince secetli a jejich pocet
vynasobili hodnotou mince; soucet patnacti dilcich vysledki pak by dalo hledany
vysledek.

Riemannovska integrace pripominé prvni zptisob. Zde hodnoty

f(gl)u f(£2)7 R f(én)

jsou také postupné “odebirdny” v ndhodném poradi (ta ndhodnost je dana tvarem
grafu funkce f(x)).

Priklad se dvéma zptisoby s¢itani hodnot minci vymyslel Lebesgue, aby nazorné
ukézal cestu pro jiny zptsob integrace: Roztfidéni minci podle jejich hodnot néas
pfivadi na myslenku uspotradat body z (a, b) podle jim odpovidajicich hodnot funkce
f(x), coz vede k tomuto dusledku: nedélit na dilky segment (a, b), ktery lezi na ose
x, ale segment (A, B) na ose y, kde ¢isla A, B jsou v pfipadé ohrani¢ené funkce
f(z) libovolné zvolen4 &isla splitujici nerovnostit

A< f(x) < B. (22.1)
Segment (A, B) rozdélime body
A=yo<y1 <y2 <+ <Y <yYpp1 < - <yp,=10B

1 Konstrukce Lebesgueova integralu na &islech A, B nezavisi, tato &isla museji jenom spliiovat
nerovnosti (22.1).
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na konecény pocet dilkt a pritadime tomuto déleni kone¢nou posloupnost n mnozin
€0, €1, €25...,€5, €441y...5En_1

kde mnozina e; (i = 0,...,n — 1) obsahuje pravé vSechny body z € (a,b), pro néz

plati y; < f(z) < yit1.

Mnoziny e; (0 < i < n — 1) jsou po dvou disjunktni a jejich sjednoceni je pravé
interval (a,b), takze definuji rozklad intervalu (a,b). AvSak tak jako pocitani pe-
néz se stane praktictéjsi, kdyz obétujeme néco z elementarniho charakteru operaci,
podobné pozorujeme, ze pii uvedeném postupu je povaha mnozin e; slozitéjsi nez
dilky v pfipadé riemannovské integrace; mnoziny e; jsou tim slozitéjsi, ¢im slozitéjsi
je funkce f(z) (viz Obr. 23.1, kde je na ose x zobrazena mnozina ej, kterd sestava
ze Ctyt podmnozin).

Lebesgue si uvédomil — a to je druha velkd myslenka, kterou zavedl do teorie
integralu — Ze teorii integralu musi predchazet obecna teorie miry mnozin, teorie,
kterd ma nas naucit dat pravy smysl pojmu miry pro co nejobecnéjsi mnoziny.

Je samozrejmé, ze takovato obecna teorie miry bude muset spliiovat urcité lo-
gické a intuitivni pozadavky. Napriklad: Musi pfifazovat intervalim a mnohotuhel-
nikovym i mnohosténnym oblastem tutéz miru, kterou jim pfifazuje elementarni
matematika; je-li dan rozklad méfitelné mnoziny A na kone¢ny nebo spocetny po-
cet disjunktnich mnozin A;, které jsou vSechny méftitelné, musi byt mira mnoziny
A rovna sou¢tu mér mnozin A; (vlastnost aditivity).

Dtive nez se dotkneme v kap. 24 otazek souvisejicich s mirou mnozin na piimce,
popiSeme strucné v kap.23 konstrukci Lebesgueova integralu ohranicené funkce
na libovolné ohrani¢ené méfitelné mnoziné E. Vyjdeme z premisy (kterou v kap. 24
dokazeme), ze kazdé ohrani¢ené mnoziné F je pfifazeno ¢islo meas F/, mira mnoziny
EZ

Na zavér této motivaéni kapitoly uvedme vyznam lebesgueovskych mnozin e;
(kvidli kterym je nutno vybudovat lebesgueovskou teorii miry mnozin): definujeme
pomoci rozkladu intervalu (a, b) tzv. dolni a horni Lebesguetuv soucet s(f) a S(f)
vztahy

n—1 n—1
s(f) = Z yemeasey, S(f) = Z Yk-+1meas ey .
k=0 k=0

V kap. 23 dokazeme, ze dolni soucty maji supremum U a horni soucty infimum V'
a ze plati
U=V.

Tuto spoleénou hodnotu nazveme Lebesgueovym integrdalem pies interval (a, b).

23. MERITELNE FUNKCE. LEBESGUEUV INTEGRAL Z OHRANICENE FUNKCE

23.1. Definice méfitelné funkce. Funkce f(z) zadand na mnoziné E se na-
zyva meéritelnou, je-li méfitelnd tato mnozina a jestlize pro libovolné a je métitelna
mnozina

{r e FE: f(x)>a}.

2Piesnéji fedeno, kazdé mnoziné E, ktera neni zkonstruovana pomoci aziomu vybéru, protoze
Vitali dokézal s pomoci tohoto axiomu zkonstruovat (nepfedstavitelnou) lebesgueovsky neméri-
telnou mnozinu.
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23.2. Véta. Je-li f(x) funkce méritelna na mnoziné E, potom pii libovolném a
jsou meéritelné mnoziny

{zeB:f(@)>a}), {zcE:f(x)=a),

{zreFE: f(x)<a}, {z€FE:f(zx)<a}.

Nyni muzeme piikroc¢it k definici Lebesgueova integralu ohrani¢ené méri-
telné funkce:

Necht na méritelné mnoziné E je ddna méritelnd ohranicend funkce f(x), pficemz
A< f(x) < B.
Rozdélme uzavieny interval (A, B) na ¢asti pomoci bodu
Yo=A<y1<y2<---<yp =B (23.1)

a pritadme kazdému polozavienému intervalu <yk, Yk+1) tzv. Lebesgueovu mnoZinu
(viz Obr. 23.1)

ex ={r€E:yx < f(®) <yp+1} (k=0.1,....,n—1).

Y

cﬂ.-_________
8

Obr.23.1. K definici Lebesgueovych mnozin

Na Obr. 23.1 je vyznacena na z-ové ose lebesgueovskd mnozina e; = {x € (a,b) :
y1 < f(z) < y2}. Ostatni lebesguovské mnoziny, jejichz sjednoceni spolu s ey daji
cely interval (a,b), se zkonstruuji podobné.
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Snadno se provéri tyto ¢tyri vlastnosti Lebesgueovych mnozin ey:
1) mnoziny ey, jsou navzijem disjunktni: e; Ne; =0 (i # j);
2) mnoziny e, jsou métitelné;?

n—1
3) E= U ex;
k=0
n—1
4) meas E = > measey .
k=0

Definujme dolni a horni Lebesguetiv soucet s a S:

n—1 n—1
s(f) = Zykmeas ex, S(f)= Z Yrr1measey .
k=0 k=0

Polozime-li
A = max (yk+1 - yk) ;

bude platit
0<S(f)—s(f) <AmeasE. (23.2)
23.3. Lemma. Zidny dolni Lebesgueiiv soucet s(f) neni vétsi nez libovolny

horni Lebesgueuv soucet.

Dikaz. A) Nejprve dokdzeme, Ze priddnim dalsich bodu déleni intervalu (A, B) se dolni soucet
nezmenst a hornt soucet nezvetsi.
Predpokladejme, ze mame déleni segmentu (A, B) definované body

Yo <y1r <:---<Yn
kterému odpovida dolni soucet sg a horni soucet Sgp, a Ze jsme pfidali bod ¥, pro ktery plati
Yi <Y < Yit1- ()

Potom pfi k # i vystupuji intervaly <yk,yk+1) a s nimi i mnoziny e} i v novém zpusobu déleni.
Pouze interval <yi, Yi+1) se rozpadad na dva intervaly

(v 1), (W viv1)-

Spolu s tim se mnozina e; rozklada na dvé mnoziny

ei ={z€(a,b):y; < f(2) <7}, e ={z€(a,b): < f(z) <yis1}.
Ztejmé plati
€; :e%Ue?, elﬁe? =0,
takze
meas e; — meas el1 + meas e? . (**)

Z dosud fteceného je jasné, ze novy dolni soucet s se ziskd ze souctu sg zameénou scéitance
yimeas e; vyrazem u;meas ell + ymeas e?. Tato skuteénost spolu se vztahy (*), (**) implikuje
s > so.

Pro horni soucty probiha dikaz analogicky.

B) Uvazujme jakékoliv dva zptlisoby déleni D1, D2 segmentu (A, B). Necht témto zpisobtm
koresponduji dolni soucty si, s2 a horni soucty S1, Sa.

3Toto plyne z Véty 23.2 a vatahu ey, = {r € {r € E:y, < f(2)}: f(z) < yps1}-
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Utvorme tieti zptisob déleni segmentu (A, B) — zplisob D3, ve kterém body dé&leni jsou tvoreny
jak body déleni D1, tak body déleni D3. Jestlize zptisobu D3 koresponduji soucty s3, S3, potom
v dusledku ¢asti A tohoto dikazu plati s; < s3 a S3 < Sa. Protoze s3 < Ss3, je jasné, ze s; < Sag,
coz jsme potiebovali dokdzat. [

Zvolme néjaky urcity horni Lebesguetv soucet So(f). Protoze pro kazdy dolni
Lebesgueuv soucet s(f) bude podle Lemmatu 23.3

s(f) < So(f),

vidime, Ze mnozina {s(f)} vSech Lebesgueovych dolnich sou¢tl je ohrani¢end shora.
Necht U je jeji supremum,
U =sup{s(f)}.

Potom je jasné, ze

U < So(f).

Vzhledem k libovolnosti souc¢tu So(f) posledni nerovnost dokazuje, Ze mnozina
{S(f)} vSech hornich Lebesgueovych souétii je ohrani¢enéd zdola. Nazveme V jeji
infimum,

V =inf {S(f)}.

Ztejmé pri libovolném zpusobu déleni bude

s(f)SU<SV<S(]).
Podle (23.2) odtud méme

0<V —-U<AmeasFE,
a protoze je A libovolné malé, tak

U=V.
23.4. Definice Lebesgueova integralu. Spole¢nou hodnotu ¢isel U = sup {s},

V = inf {S} nazyvame Lebesgueovym integrdlem ohrani¢ené méfitelné funkce f(x)
na mnoziné F a znac¢ime symbolem

@ [ 1@

V téch pripadech, kdy je vyloucena zaména s jinymi druhy integralu, piSeme prosté

[Ef(.r) dz.

V piipadé, ze E = (a, b), piSeme

(@LU@NL L%@mw
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23.5. Priklad. Vypoctéme Lebesguetv integral

(L) /0 fp(z)dz.

Necht Qo1 C (0,1) zna¢i mnozinu racionalnich ¢isel. Zvolme libovolné déleni
(23.1) a necht m je takové, ze Yy, < 1 < yp,41. Dale necht r je takové, ze y, < 0 <
Yr+1. Podle definice pro prislusny dolni a horni Lebesguetiv soucet s a .S a toho, ze
meas Qo1 (bude to dokézano v Prikladu 24.14) plati

$(fp) = Yym -measQ =0, S(fp) = ym+1 -measQ =0,

takze z libovolnosti déleni (23.1) plyne
1
(L)/ fp(x)dz =0.
0

Nésledujicimi dvéma vétami vyvrcholila klasickd analyza na prelomu 19. a 20.
stoleti:

23.6. Véta (Lebesgue). Aby ohranic¢ena funkce byla integrovatelna (R), je
nutné a staci, aby byla témeér vsude spojita.

Z Vét 23.6 a 22.5 plyne, ze Riemannova funkce fr(x) je riemannovsky integro-
vatelna. Jeji integral na segmentu (0, 1) vypo¢itame pomoci Véty 23.7 v Piikladu
28.3.

23.7. Véta (Lebesgue). Kazda funkce integrovatelna (R) je nutné integrova-
telna i (L) a oba integraly si jsou rovny.

Véta obracena k Vété 23.7 vSak neplati — viz Priklady 22.8 a 23.5 o integralech
Dirichletovy funkce.

24. TEORIE LEBESGUEOVSKE MIRY MNOZIN NA PRIMCE

24.1. Struktura otevienych ohranic¢enych mnozin. Kazda neprazdna ohra-
ni¢end oteviend mnozina G C R! je vyjidritelnd ve tvaru sjednoceni koneéného
poctu nebo spocetné mnoziny navzajem disjunktnich otevienych intervali, jejichz
koncové body nenalezeji mnoziné G (tyto oteviené intervaly nazyvame vytvoruji-
cimi intervaly).

24.2. Struktura uzavienych ohrani¢enOych mnoZin. Kazdi neprazdna
ohranicens uzaviend mnozina F C R! je bud uzavieny interval nebo se ziska z né-
jakého uzavreného intervalu odebranim konec¢ného poctu nebo spocetné mnoziny
navzajem disjunktnich otevienych intervali, jejichz koncové body nalezeji mnoziné

F.

Druhé ¢ast nasledujici Definice 24.3 vychazi pfimo z Véty 24.1 (je pfirozené
definovat miru oteviené mnoziny jako soucet délek jejich vytvorujicich intervalt).
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24.3. Definice miry oteviené ohrani¢ené mnoziny. a) Mirou intervalu
(a,b), kde a < b, se nazyvéa jeho délka, tj. b — a. Toto ¢islo se znaci

meas (a,b) =b—a.

b) Mirou meas G neprazdné oteviené ohrani¢ené mnoziny G C R! nazjvame
soucet délek vsSech jejich vytvorujicich intervalt [j:

meas G = Zmeas[k. O
k

Vyraz meas G je vzdy koneény (0 < measG < o), protoze v pfipadé spocetné
mnoha s¢itanci jde o pripad absolutné konvergentni ciselné rady.

24.4. Definice miry uzaviené ohrani¢ené mnoziny. Mirou meas F' ne-
prazdné uzaviené ohrani¢ené mnoziny F' C R! nazyvame &islo

meas ' = b — a — meas (CsF),

kde S = (a,b) je nejmensi uzavieny interval obsahujici mnozinu F' a CsF' je kom-
plement mnoziny F do S, tj. CsF = S\ F. (CsF je oteviena mnozina.)

24.5. Poznamka. Je-li F' uzavieny interval, potom CsF = (). ProtoZe v teorii
mnozin je prazdnd mnozina soucasné oteviend a uzaviend a protoze meas() = 0,
je Definice 24.4 v porfadku i v pfipadé, ze mnozina F' je uzavieny interval, tj.
meas F' =0 — a.

Pro vybudovani obecné teorie Lebesgueovy miry maji velky vyznam tyto dvé
véty:

24.6. Véta. Mira oteviené ohranicené mnoziny G je supremum mér vSech moz-
nych uzavienych mnozin, které jsou obsazeny v G.

24.7. Véta. Mira uzaviené ohranicené mnoziny F' je infimum mér vSech moz-
nych otevienych mnozin, které obsahuji F'.

Tyto dvé véty jsou motivaci pro nasledujici dvé definice:

24.8. Definice vnéjsi miry. Vnéjsi mirou m* F ohrani¢ené mnoziny F nazy-
vame infimum mér vSech moznych otevienych ohrani¢enych mnozin, které obsahuji
mnozinu F:

m*E = inf {measG}.
GDE

24.9. Definice vnitfni miry. Vnitini mirou m,F ohrani¢ené mnoziny E na-
zyvame supremum mér vSech moznych uzavienych ohrani¢enych mnozin, které jsou
obsazeny v mnoziné F:

m, F = sup {meas F'} .
FCE

Protoze se d4 dokazat, ze plati

a) Mira oteviené ohranicené mnoziny G je infimum meér vsech moznijch otevre-
nych ohranicenych mnoZzin, které obsahuji G,

b) Mira uzaviené ohranicené mnoziny F je supremum mér vSech moznych uza-
vrengch ohranicenych mnoZin, ktere jsou obsazZeny v F,

z Vét 24.6, 24.7 a Definic 24.8, 24.9 plyne:
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24.10. Véta. Je-li G oteviena ohrani¢ena mnozina, potom
m*G = m,G = meas G,
kde meas G je definovana v 24.3. Je-li F' uzaviena ohrani¢ena mnozina, potom
m*F = m,F = meas F,

kde meas F' je definovana v 24.4.

Vzhledem k vysledku obsazeném ve Vété 24.10 ma smysl zobecnit definici miry
ohranicenych otevienych a uzavienych mnozin na pripad miry libovolné ohranicené
mnoziny v R! takto:

24.11. Definice miry. Ohrani¢end mnozina F se nazyva méritelnou ve smyslu
Lebesguea, jsou-li si vnitini a vnéjsi mira navzajem rovny. Jejich spole¢nou hodnotu
nazyvame mirou mnoziny F a zna¢ime meas E':

measF =m*EF =m,F.

24.12. Véta (totalni aditivnost miry). Je-li ohrani¢end mnozina E sjed-
nocenim konecného poctu nebo spocetné mnoziny meéritelnych mnozin, které jsou
navzajem disjunktni,

E={JE: (BinE; =0, i# ),
K

potom mnozina I je méritelna a plati

meas F = E meas E}, .
k

Pravé uvedené vlastnosti se také rika o-aditivnost miry.
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Mira ohrani¢enych mnozin v R! ma déle tyto dilezité vlastnosti:

24.13. Véta. Plati:
a) Jestlize ohrani¢ena mnozina E C R! je sjednocenim spocdetné mnoziny méfitel-
nych mnozin, potom je mnozina E meéritelna.
b) Prunik spocetné mnoziny méfitelnych mnozin je méfitelnd mnozina.
¢) Rozdil dvou méritelnych mnozin je méritelnd mnozina.
d) Jsou-li E1, Fy dvé méfitelné mnoziny, piicemz E1 O Es, potom pro jejich rozdil
E = E1 \ E; plati meas E = meas F'; — meas Fs.

24.14. Piiklad. Necht Qo1 C (0,1) je mnoZina raciondlnich ¢isel na segmentu
(0,1). Dokazeme, ze

meas Qo1 = 0. (24.1)

Raciondlni ¢isla (tj. ¢isla, kterd se daji vyjadfit ve tvaru z = %, kde p, q jsou
nesoudélna celd ¢isla) ocislujeme lexikograficky takto: z; = 0 = %, o =1 = %,
1 3 4

'7;3:5,‘7;4:%71’15:%71’16:%71’17:%7$8:%,$9:%,$1025,$11:g?
T1g = %, atd. (tj. ¢isla s mensim ¢ jsou ¢islovana dfive; kdyz maji dvé ¢isla stejné
q, potom ¢islo s mensim p je éislovano diive). Vidime, Ze mnozina Qo; je spocetna
(tj. existuje vzédjemné jednoznac¢né pfifazeni mezi mnozinou N pfirozenych cisel a
mnozinou Qo1).

Jednobodova mnozina {z} je uzavieny interval, jehoz poc¢atecni a koncovy bod
splyvaji. Tedy meas {x} = x — x = 0. Mlzeme psat

Qor= U}, {zidn{e;} =0 (i#)).
k=1

Tedy muzeme uzit Vétu 24.12, z které dostavame (24.1). O

24.15. Piiklad. Necht Ip; C (0, 1) je mnozina iracionalnich ¢éisel na segmentu
(0,1). Dokazeme, ze
meas Ip; = 1. (24.2)

Plati meas (0,1) = 1. ProtoZe Qo1 C (0,1) = 1, miZeme vzhledem k (24.1) uzit
Vétu 24.13d, podle které
meas Ip; = meas ({0,1) \ Qo1) = meas (0,1) —measQp1 =1—-0=1,

coz je vztah (24.2). O

24.16. Priklad. Protoze mnozina Iy; je podle Prikladu 24.15 méftitelna, plati
vzhledem k Definici 24.12

m*Im = meas I()l. (243)

Podle definice vnitini miry (viz 24.9) existuje alesponl jedna uzaviend mnoZina
F', pro kterou plati F' C Ip;. Takovou uzavienou mnozinu si neumime pfredstavit,
umime vSak takovych uzavienych mnozin zkonstruovat nespocetné mnoho. Ukazme
to.

96



Zvolme & > 0 libovolné, ale pevné (pficemz & < %) Necht pro k € N je Ji .

otevieny interval tvaru

1le¢ 1e¢
Jre = (xk— — =, T+ >7 Ty € Qo1.

ok 37Tk T ok g
Plati
J n 1e ( 1 5) 1
meas =T — — — |\ T — — — = —€.
ke = kT ok 9 ok o) — ok
Polozme

G. = U -
k=1

Podle Véty 6.15 je G oteviend mnozina. Pro jeji miru plati (protoze G neni
sjednoceni disjunktnich otevienych intervali)

o0 o0

1

meas G, < Z meas Ji . =€ Z oF = €. (24.4)
k=1 k=1

Mnozinovy rozdil uzaviené mnoziny a oteviené mnoziny je uzaviend mnozina. Tedy
Fe =(0,1)\ Ge
je uzavfena mnozina, pro jejiz miru vzhledem k (24.4) plati
1>measF, >1—c¢. (24.5)

Prvni nerovnost v (24.5) plati vzhledem k tomu, ze F. C (0,1). Protoze navic
mnozina F. neobsahuje vzhledem ke své definici ani jeden racionalni bod xy, je F.
jedna z hledanych uzavienych mnozin, pro kterou plati F. C Ip;.

Z (24.5) dale plyne

sup {measF.} =1,
F.Clo1

takze je splnén vztah (24.3). O

24.17. Mnoziny miry nula. Pokud nelze zjistit pfimym vypoctem, Ze dana
mnozina mé miru nula, postupujeme podle tohoto predpisu, ktery plyne z Véty
24.13a: Mnozina F méa miru nula, jestlize ke kazdému € > 0 existuje takové pokryti
mnoziny E spocetnym systémem otevienych intervalt Iy, ze

Zmeas]k <e.
k

Pomoci tohoto navodu lze také zjistit, ze meas Qg1 = 0. Staci jako pokryti mnoziny
QOI uzit intervaly Jk,a- ]
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25. VLASTNOSTI A STRUKURA MERITELNYCH FUNKCI

V 23.1 a 23.2 jsme uvedli definici métitelné funkce a jednu z jejich zdkladnich
vlastnosti, kterd nam stacila k definici Lebesgueova integralu ohranicené méritelné
funkce f(z). Tuto definici i vlastnost zopakujeme v Definici 25.1 a Vété 25.10.

a) Definice a nejjednodussi vlastnosti méritelné funkce

Jestlize kazdému = z mnoziny F je pfifazeno néjaké Cislo f(x), budeme fikat,
ze na mnoziné E je zadana funkce f(x). Pfitom pfipoustime i nekonecné hodnoty
funkce; pozadujeme pouze, aby mély definované znaménko, tj. zavadime “nevlastni”
¢isla —oo a +oco. Tato cisla jsou spjata mezi sebou a s libovolnym kone¢nym c¢islem
a nerovnostmi

—o0o < a < +00

a ustanovujeme pro né nasledujici zakony:

+oo+a =400, +00+ (+0) =400, +00— (—00) =400,

—o0o+a=—-00, —oo+ (—o0)=—-00, —00—(Foc)=—00,
|+ 00| = | = 00| = +oc,
t+ooa=a-(+x) =400, —x-a=a-(—00)=-00, jelia>0,
+oo-a=a-(+oc) =—00, —oc-a=a-(—00)=-+o0, jelia<DO,

0-(£o0) = (£o0)-0=0,

(o) - (+00) = (~00)  (~00) = +oc,
(+00) - (—o0) = (—00) - (+00) = —oc,
S

+o00

Zde a oznacuje redlné konecné ¢islo. Symboltim

+00 — (400), —00 — (—00), +00 + (—00), —oc + (400),

H |
e
ol

nepiipisujeme zadny smysl.4

25.1. Definice. Funkce f(r) zadand na mnoziné E se nazyva méritelnd, je-li
meétitelnd tato mnozina F a jestlize pro libovolné a je métitelnd mnozina

E(f>a):={xc E: f(z)>a}.
25.2. Véta. Kazda funkce zadana na mnoziné miry nula je méritelna.

40bvykle se symboliim 0 - (£00) a (£oc) - 0 nepfipisuje také zadny smysl. V této teorii je vsak
vhodnéjsi povazovat je rovné nule.
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25.3. Véta. Necht f(z) je méfitelna funkce zadana na mnoziné E. Je-li A mé-
fitelnd podmnozina mnoziny E, potom f(z), uvazovana pouze pro z € A, je méfi-
telnd. (Strucnégji: potom f(x) je méritelnd na mnoziné A.)

25.4. Véta. Necht f(z) je dana na méritelné mnoziné E, kterd je vyjadiitelnd
ve tvaru sjednoceni konecné nebo spocetné mnoha méritelnych mnozin FEy,

E:UEk.
k

Je-li f(x) méfitelnd na kazdé mnoziné Fj, potom je méfitelna také na mnoziné E.
25.5. Definice. Dvé funkce f(z) a g(z) zadané na jedné a téze mnoziné E se

nazyvaji ekvivalentni, jestlize

meas E(f #¢9)=0.

Ekvivalentnost dvou funkci znaéime f(z) ~ g(z).

25.6. Definice. Necht né&jaka skutecnost S plati pro vSechny body né&jaké mno-
ziny F kromé bodu x € Ey C E. Je-li meas Ey = 0, potom tikame, ze S plati témér
vsude na mnoziné F nebo pro skoro vsechny body mnoziny F.

25.7. Poznamka. Miuzeme tedy fici, Ze dvé funkce zadané na mnoziné F jsou
ekvivalentni, jsou-li si rovné témétr vsude na F.

25.8. Véta. Je-li f(z) méfitelna funkce zadand na mnoziné E a je-li g(z) ~
f(x), potom g(x) je také méfitelna.

25.9. Véta. Jestlize pro vSechny body méfitelné mnoziny F je f(x) = ¢, potom
f(x) je méfitelna.

25.10. Dusledek. Stupriovits funkce® je méfitelna.

25.11. Véta. Je-li f(x) méritelna funkce zadana na mnoziné E, potom pii li-
bovolném a jsou méritelné mnoziny

E(f>a)={z€E: f(z) >a}, E(f=a)={zeE: f(x)=a},
E(f<a):={zckE: f(z)<a}, E(f<a):={zcE: f(z)<a}.
25.12. Poznamka. Jestlize alespoii jedna z mnozin
E(f <a), E(f<a), E(f>a)

je méfitelnd pro kazdé a, pak funkce f(z) je méfitelnd na mnoziné E.

5Funkce f(z) zadana na segmentu (a, b) se nazyva stupriovitd, jestlize miizeme rozlozit segment
(a,b) body
co=a<cr<cg<- --<cp="b

na konecny pocet ¢asti, uvnitf kterych (tj. v intervalech (cg,cpy1), kde & = 0,1,...,n — 1) je
funkce f(z) konstantni.
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25.13. Véta. Je-li funkce f(x), ktera je ddna na mnoziné F, métitelna a je-li k
konecné ¢islo, potom jsou méfitelné funkce 1) f(x)+k, 2) kf(x), 3) |f(z)|, 4) f3(x),
5) 1/f(z), je-li f(z) # 0.

25.14. Véta. Funkce f(x) zadand a spojita na segmentu E' = (a, b) je méfitelna.

25.15. Definice. Necht M je podmnozina segmentu F = (a, b). Funkce ¢/ (x),
ktera je rovna jedni¢ce na mnoziné M a nule na mnozin€é F — M, se nazyva cha-
rakteristicka funkce mnoziny M.

25.16. Véta. Mnozina M a jeji charakteristicka funkce ¢pr(x) jsou soucasné
meéritelné nebo ne.

b) Dalsi vlastnosti méritelnych funkci

25.17. Véta. Necht f(z) a g(z) jsou konecéné méritelné funkce dané na mnoziné
E. Potom je méritelna kazda z funkci 1) f(z) — g(z), 2) f(z)+g(x), 3) f(z)-g(x),
4) f(x)/9(x), je-li g(z) # 0.

25.18. Véta. Necht na mnoziné FE je ddna posloupnost méritelnych funkei { f,,(x)}.

Jestlize v kazdém bodé x € E existuje (konecna nebo nekonecna) limita

F(a) = lim fu(x),

n— 00

potom je funkce F(x) méFitelna.
Néasledujici véta je zobecnénim véty 25.18.

25.19. Véta. Necht na mnoziné FE je ddna posloupnost métitelnych funkei { f,(x)}
a néjaka funkce F(x). Plati-li vztah

F(z) = lim f,(z)

n— oo

témér vsude na E, potom funkce F(x) je méritelna.

Text véty 25.18 je shodny s textem véty 25.19 az na to, ze ve Vété 25.19 staci
konvergence témér vsude.

Uziti Véty 25.19 ilustrujme na ptikladu. Uvazujme stupriovitou funkci z Obr. 25.1
F(JJ):CZ‘, .T€<.Ti_1,$i) (’i:l,._.757 To = a, $5:b)

s body nespojitosti z1, ..., z4. Necht f,(z) je spojita aproximace funkce F'(z), kte-
rou ziskame podle Obr. 25.2 tak, ze kazdy bod nespojitosti z je stfedem intervalu
(zr — +,zx + =). Posloupnost {f,(z)} konverguje s vyjimkou v bodech z1,..., 24
k funkci F(z), tj. téméf vsude. (Dtkaz je snadny: Zvolme bod T € (a,b) (T # xk
(k = 1,...,4)) libovolné, ale pevné. Ke kazdému ¢ > 0 lze najit N(e,T), ze pro
v8echna n > N (e, %) je fn(T) = F(T).) Tedy stupnovita funkce F(z) z Obr. 25.1 (a
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Obr. 25.1 Stupnovita funkce

Obr.25.2  Aproximace stupnovité funkce spojitou funkeci

podobné kazdd stupnovita funkce) je métitelna. (Tim jsme ponékud komplikovanéji
dokézali Dusledek 25.10.)

¢) Struktura méfitelnych funkei

Zakladni strukturalni vlastnost méritelné funkce je vyjadrena vétou 25.20.

25.20. Véta (Luzin). Necht f(z) je funkce definovana na ohranicené méritelné
mnoziné E. Potom tyto dvé podminky jsou ekvivalentni (tj. f(z), E spliuji budto
obé podminky nebo zadnou z nich):

(I) Ke kazdému € > 0 existuje méFitelnd mnozina M (¢) C E tak, ze meas M (¢) < ¢
a ze f(x) je spojita v E '\ M(e).
(II) Funkce f(x) je méfitelnd v mnoziné E.

Dikaz implikace (1) = (I1).
Podle (I) ke kazdému pfirozenému n existuje méfitelnd mnozina M (1) C E tak,
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%e meas M (+) < L a ze funkce f(z) je spojitd v E\ M (), takZe f(z) je méfitelna

v E\ M(2). Tedy podle Véty 25.4 je funkce f() méFitelnd i v mnoziné
U E\M(1))

Ale E\S= (| M(1) c M(3) pro kazdé n,% a tedy

n=1

meas (E \ S) < meas M (1) <

S|

Vn,
cili
meas (F'\ S) =0. (25.1)

Definujme funkci

f(x) proz e S,
g(z) = .
0 prox ¢ S, tj.prox € E\S.

Podle (25.1) je
meas{z € E: f(z) # g(x)} =

a protoze g(x) je méfitelna na mnoziné E,” je podle Véty 25.8 funkce f(z) méfitelna
na £. [

Opac¢na implikace (I1) = (I), kterd je téz obsazena ve Vété 25.20, tvrdi ji-
nymi slovy, ze neezistuje funkce f(x) méritelnd na ohranicené mnoziné E, kterd by
neméla vlastnost (I). Jinak: (I) je nutnou podminkou pro méfitelnost funkce f(x).

Dikaz implikace (I11) = (I). Tento dtkaz, ktery pro vétsi jednoduchost prove-
deme v piipadé E = (a,b), se opird o nékolik vyznamnych vét, jejichz dikaz lze
najit v [Na).

Véta A (Jegorov). Necht na méritelné mnoziné E je ddna posloupnost méri-
telnych a téméi vSude kone¢nych funkci { f,(z)}, kterd témér vsude v E konverguje
k meéfitelné a témér vsude konecné funkci f(x):

lim f,(z) = f(z). (25.2)

n— oo
V takovém pripadé existuje ke kazdému § > 0 takova méritelna mnozina E5 C F,
Ze
1) meas E5 > meas E — 0,
2) na mnoziné Es probihd konvergence (25.2) stejnomérné.

o
6Poznamenejme, Ze rovnost £\ S = ) M(%) plyne z prvniho de Morganova pravidla E —
n=1
UA: =N(E\ A;) arovnosti E\ (E\ M(%)) = M(%) Pro dplnost uvedme druhé de Morganovo
% 7
pravidlo: E\ N A4; =U(E\ 4;).
i .

K3
"Je totiz pro kazdé a > 0 Ho, = {r € E: g(z) >a} ={z € S: f(z) > a} C S a f(z) je na
kazdé podmnoziné mnoziny S spopta takze H, je méritelna. Nyni je zfejmé, ze pro kazdé a < 0
plati Hy = {z € E: g(z) >a} = H, U(E\ S), kde H, = {z € S: f(z) > a} C S. Na H, je f(z)
spojita; co se tyce E \ S, plati (25.1).

102



Véta B (Fréchet). Pro kazdou méritelnou a témér vsude konecnou funkcei f(x)
danou na segmentu (a,b) existuje posloupnost spojitych funkci, kterda konverguje
k f(x) témér vsude.

Véta C. Necht F je uzaviend mnozina, obsazena v segmentu (a, b). Je-li funkce
o(z) spojitd na mnoziné F', pak je mozno definovat na {a,b) funkci ¢ (x) s nasle-
dujicimi vlastnostmi:

1) ¢ (x) je spojita;
2) jestlize x € F', potom v (x) = p(z);
3) max [¢)(x)] = max [p(z)] .

Ve Vété D navic pripominadme zakladni vlastnost funkce spojité spojité v bodé
xo (vlastnost 1) plyne z Pozndmky 22.2, priklad d)):

Véta D. Necht na mnoziné F je dana funkce f(x), pficemz f(z) # +oo. Funkce
f(x) je spojita v bodé xg € E ve dvou pripadech:
1) je-li xg izolovanym bodem mnoziny F;
2) jestlize xg € E' a vztahy

Ty —> g, Tp €F

implikuji vztah
f(@n) = f(z0) -
Samotny dukaz implikace (11) = (I) jiz neni pfili§ dlouhy: Necht

¢1(2), p2(2), p3(2), - .- (25.3)

je ta posloupnost funkci spojitych na segmentu (a,b), jejiz existence je zarucena
Fréchetovou vétou. Jegorovova véta zarucCuje existenci takové méritelné mnoziny
Es C {(a,b), ze

meas Fs > b—a — g,

pricemz na mnoziné Ej je konvergence posloupnosti (25.3) stejnomérna:

on(x) = f(x), =€ Es.

Odtud podle zndmé véty z matematické analyzy plyne, ze funkce f(x) je spojita
na mnoziné Es® (ve smyslu Véty D: Nelze tuto spojitost chapat tak, ze funkce f(z),
ktera se uvazuje na {(a, b), je spojita v kazdém bodé mnoziny Es. Je tieba odstoupit
od uvazovani funkce f(x) vné mnoziny Es — viz piiklad v poznédmce pod ¢arou?).

8V kurzech matematické analyzy se tato véta dokazuje pro ptipad funkci, které jsou definovany
na segmentu, ale ditkaz plati i v pripadé funkci, které jsou dany na libovolné mnoziné.
9Uvazujme funkci (“obracena” Dirichletova funkce)

1 pro z € (0, 1) iracionalni,
fz) =

0 pro z € (0,1) racionalni.
Tato funkce jako funkce x € (0, 1) neni spojitd ani v jednom bodé& segmentu (0, 1), je vSak spojita

jako funkce x € Ip1 nebo z € Qo1, kde Ip1 C (0, 1), resp. Qo1 C (0, 1) je podmnozina iracionélnich,
resp. racionalnich ¢isel segmentu (0, 1). (Viz téz Pozndmku 22.2.)
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Necht F' je uzaviend podmnozina mnoziny Fjs s mirou

meas F' > meas Es — 3. (25.4)

Existence mnoziny F' plyne z vlastnosti suprema a méfitelnosti mnoziny FEjs: Je
m, E5 = meas Ej, takze vzhledem k definici m, F' existuje uzaviend mnozina F' C Ej
spliiujici (25.4). Jestlize uvazujeme funkci f(z) pouze na mnoziné F, potom je
spojita na této mnoziné.

Podle Véty C existuje na (a,b) spojita funkce ¢(z), kterd je totoznd s f(z) na
mnoziné F'. Tedy

E(f #¢) C(a,b)\ F

a mira mnoziny F(f # ¢) je mensi nez §, takze ¢(z) je hledana funkce.

Jestlize navic |f(z)| < K, potom tato nerovnost plati i pro z € F, takze podle
Véty C

lp(x)] < K, =€ {ab).

Tim je véta dokdzana.l® O

Implikaci (I7) = (I) z Luzinovy vétu je mozno zformulovat i takto: Méritelnd a
téemer vsude konecnd funkce se stane spojitou, jestlize zanedbdme vhodnou mnoZinu
libovolné malé miry. Nékteri autofi berou tuto zavaznou vlastnost za samotnou
definici pojmu méfitelné funkce. My jsme dikazem ekvivalence (I1) < (I) stano-
vili rovnocennost obou definic; druha je méné forméalni a ihned ukazuje, ze pojem
méfitelné funkce je tésné spjat s pojmem spojité funkce.

Pomoci Véty 25.20 opét snadno dokazeme meéftitelnost stupnovité funkce z Obr.
4

25.1. Necht G, = | (z — %,xk + %), kde n je libovolné pfirozené ¢islo. Potom
k=1

funkce F'(x) je na mnoziné <a, b)— G, spojita (je nutné promyslet Definici 22.1 spolu

s Pozndmkou 22.2 a Vétou D). Tedy podle Véty 25.20 je funkce F'(z) méfitelna.

26. ZAKLADNI VLASTNOSTI INTEGRALU OHRANICENE MERITELNE FUNKCE

26.1. Véta o stfedni hodnoté. Jestlize méfitelna funkce f(r) na méritelné
mnoziné E vyhovuje nerovnostem

a< f(r) <b,

potom

a-meas E < / f(x)dz < b-measE.
E

10Tlustrujme diikaz na na funkci f(z) z pfedchozi pozndmky pod ¢arou (i kdyz okamzité vidime,
ze p(z) = 1): Pro éleny posloupnosti (25.3) plati pn(z) =1 (n=1,2,...) a plati pn(z) = f(z)
pro z € Ip1. Zbyva sestrojit uzavienou mnozinu F. Mnozina Qo1 je (jako mnozina racionalnich
Gisel) spocetnd, takze jeji prvky mutzeme oéislovat: Qo1 = {z1,z2,...}. Zvolme posloupnost in-

<
tervalt {Jp}72,, kde Jp = (wk — Qik%,mk + 2%%), a polozme G = |J Ji. Podle Véty 24.13a
k=1
o0
je G méritelnd mnozina a protoze 2% =1, je measG < g Protoze podle Véty 6.15a sjedno-
k=1
ceni libovolné mnoziny otevienych mnozin je oteviend mnozina, je G oteviend mnozina. PoloZzme
F = C,1yG = (0, 1)\ G. Je ziejmé, Ze I je uzaviend mnozina a pro jeji miru plati meas F' > 1— %
Tim je diikaz Luzinovy véty zcela ilustrovan. Jedind potiz je, Ze si neumime mnozinu G (a tedy

ani mnozinu F') pfedstavit.
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26.2. Dusledek. Je-li funkce f(x) konstantni na méritelné mnoziné E a f(x) =
¢, potom

/ f(x)dx =c-meas E.
E

26.3. Dusledek. Je-li funkce f(x) nezaporna (nekladna), tak jeji integral je
také takovy:.

26.4. Dusledek. Je-li meas E = 0, potom pro libovolnou ohrani¢enou funkci
f(x) danou na mnoziné E je
/ f(x)dz =0.
E

26.5. Véta. Necht na méfitelné mnoziné F je dana méfitelna ohrani¢end funkce
f(x). Je-li mnozina E sjednocenim konecné nebo spocetné mnoha navzajem dis-
Junktnich méritelnych mnozin

E=|JE, (E;NE;=0,i+#)),
k

potom

f(z)dz = f(z)dx.

E k Ek

26.6. Poznamka. Tato vlastnost integralu se nazyva totdlni aditivnost integrdalu
(nebo téz o-aditivnost integrdlu).

26.7. Dusledek. Jsou-li méfitelné ohrani¢ené funkce f(x) a g(x) dané na mno-

ziné E ekvivalentni, potom
/ f(x)d.r:/ g(z)dx.
E E

Toto tvrzeni plyne z Disledku 26.4.

26.8. Poznamka. Mimo jiné, integrdl funkce, kterd je ekvivalentni nule, je ro-
ven nule. Toto tvrzeni vSak nelze obratit, jak ukazuje priklad:
Je-li funkce f(z) zaddna na segmentu (—1, 1) pfedpisem

1 proz >0,

)= {

—1 proz <0,

potom
1 0 1
dr = d dr = — =
| t@ar= [ f@a+ [ raar=-1+1-0,

ackoliv funkce f(z) neni ekvivalentni nule. Plati vSak:
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26.9. Dusledek. Je-li integral nezdporné méfitelné ohranic¢ené funkce f(z) ro-
ven nule,

[E f@)dz =0 (f(z) > 0),

potom je tato funkce ekvivalentni nule.

26.10. Véta. Jsou-li na méritelné mnoziné E dany dvé meéritelné ohranicené
funkce f(x) a F(x), potom

/E[f(w)+F(a:)]da::/Ef(x)dx+[EF(x)dx.

26.11. Véta. Je-li na méritelné mnoziné E dana méritelnd ohrani¢ena funkce
f(x) a ¢ je kone¢nd konstanta, potom

/ch(.r)dm:c/Ef(x)dx.

26.12. Dusledek. Jsou-li f(x) a F(z) méfitelné a ohranic¢ené na méfitelné mno-
ziné F, potom

[i@-rwlas= [ se)ao- [ Faa

26.13. Véta. Necht f(z) a F(z) jsou méfitelné a ohrani¢ené na méfitelné mno-
ziné E. Je-li

f(z) < F(z),

/Ef(.r)dxg/EF(x)dx.

26.14. Véta. Je-li funkce f(x) méfitelna a ohrani¢end na méfitelné mnoziné F,
potom
[ s@ar < [ s,
E E

27. DVE DISKONTINUA

potom

27.1. Cantorovy mnoziny G a P. Uvazujme segment (0,1) a za¢néme z néj nekoneénym
procesem vyjimat oteviené intervaly takto: V nultém kroku vyjmeme ze segmentu (otevieny)
interval Go = (%, %), zbudou dva segmenty (0, %) a (%, 1). Z téchto dvou segmentl vyjmeme
intervaly G11 = (%, %) a G2 = (%, %) (tzv. prvni krok). Zbudou celkem &tyfi segmenty. Na
druhém kroku z kazdého z téchto ¢tyi segmentii vyjmeme interval Gg; (1 < j < 4), jehoz stied
je totozny se stifedem segmentu a jehoz délka je rovna jedné tfetin€ segmentu. Obecné v k-tém

kroku (k =0,1,2,...) vyjimame 2 intervali, které tvoii otevienou mnozinu
Y]
ok
G = U Gij,
Jj=1



jejiz Lebesgueova mira je
2k
meas Gk = SkT .
Sjednoceni spocetné mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina, takze dospivame ke Canto-

rove diskontinuu

[e'e) c 2k
G=J = U G
k=1 k=1j=1
pro jehoz Lebesgueovu miru plati
o 2k
1 2 4
G: G . — — — R e =
meas meas U - kj 3 + 9 + o7 +
k=1j=1
T /2\"t 11
:_2(_> S
3 ~— \3 3 1— %
n=1 3

Protoze komplement oteviené mnoziny do uzaviené mnoziny je uzaviena mnozina, je mnozina
P={(0,1)\G
uzaviena a jeji Lebesgueova mira je
meas P =1 —measG = 0.

Paradox, ktery vznikd v souvislosti s uzavifenou mnozinou P, je tento: Ackoliv mnozina P mé
Lebesgueovu miru nula, je to mnozina s mohutnosti kontinua (tj. d4 se vzajemné jednoznacné
zobrazit na segment (0, 1)).

Poznamenejme, Ze Castéji se Cantorovy mnoziny znaci symboly G a Py. My jsme vSak symbol
Go uzili v konstrukeci Cantorova diskontinua v jiném smyslu. []

Druhé zajimavé diskontinuum, které nazveme e-diskontinuem, je uvedeno v 27.2.

27.2. Limitni pfechod za znakem integralu. Na jednom zajimavém piikladu ukazeme
v jaké oblasti je Riemanntv integral také nedostatecnym prostiedkem.

Uvazujme segment (tj. uzavieny interval) (0, 1). Vytvofime nekoneénym procesem, ktery je
podobny vytvafeni Cantorovych mnozin G C (0,1) a P C (0,1), mnozinu, kterou oznacime
K(e) C (0,1) a nazveme e-diskontinuem (viz Obr.27.1). Zvolime 0 < ¢ < i pevné a na 1. kroku
vyjmeme ze segmentu (0, 1) interval K, jehoz stfed je totozny se stfedem segmentu a jehoz mira

je €. Zbudou dva segmenty o mife & — £

27 2

Na 2. kroku z kazdého ze dvou segmentii vyjmeme interval K3, (i = 1,2), jehoz stied je
totozny se stfedem segmentu a jehoz mira je %. Na tomto kroku vyjimame otevienou mnozinu
K35 = K5, U K5, jejiz mira je meas K3 = 5. Zbudou ¢tyii segmenty, kazdy o mite % -7 5

Na 3. kroku z kazdého ze ¢tyf segmentd vyjmeme interval K3, (¢ =1,...,4), jehoz stied je
totozny se stfedem segmentu a jehoz mira je ;5. Na tomto kroku vyjimame otevienou mnozinu

4
K5 = | Ksi,
=1

jejiz mira je meas K5 = 7. Zbude osm segmentii, kazdy o mife % - S~ 15 33
Obecné na n-tém kroku z kazdého z 27! segmentii vyjmeme interval K:. (i=1,..., 27— 1),
jehoz stfed je totozny se stfedem segmentu a jehoZ mira je —==. Na tomto kroku vyjimame

47’l
otevienou mnozinu
2n71
(3 —_— .
K; = |J Kuni,
=1

C e e _on—1._e _ _e
jejiz mira je meas K, = 2 T = on-T-
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} t t t t |
0 —— —— 1
e/4 e/4
e = = o
0 ~— ~—~ ~— ~—~ 1
€/16 €/16 e/16 €/16
e R
0 1
Konstrukce charakteristické funkce e-diskontinua

Obr. 27.1.
Protoze sjednoceni spocetné mnoha intervalii je oteviend mnozina, vyjmeme timto nekoneénym

procesem ze segmentu (0, 1) otevienou mnoZinu

oo oo 2771
K(e) = U Ky = U Ky,
n=1 n=1 i=1

pro jejiz Lebesgueovu miru plati
1 1 1 1

Keée)=ell+-—4+-+-"F+—+4+...| =

meas K (g) (+2+4+8+16+ )

o n—1

1 1

=c — =c- = 2¢.

2 <2> 1-3

n=1 2

Protoze komplement oteviené mnoziny do uzaviené mnoziny je uzaviena mnozina, je mnozina

S(e) = (0,1) — K(¢)

uzaviend a jeji Lebesgueova mira je
meas S(e¢) =1 —meas K (e) =1 — 2¢.

Zavedme dvé funkce (tzv. charakteristické funkce mnozin Go a K(g)):

() 1 pro z € Gy,

) =

XGo 0 prox € Py,
() pro z € K(g),
€Tr) =

XK (e) 0 proz € S(e).
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27.3. Tvrzeni. Mnozina Py je mnozinou bodii nespojitosti funkce xg,(x) a mnozina S(¢) je
mnozinou bodi nespojitosti funkce x g (<) (z)-

Dikaz. Dikaz v obou pripadech probiha stejné; provedeme jej proto jen v pripadé funkce
Xk (¢)(%). Zvolme zo € S(e) libovolné, ale pevné, a zvolme dale libovolné § > 0. Necht Os(xo) =
(zo — 8,0 + J) je d-okoli bodu zg. Protoze vytvofenim mnoziny K (&) vznikne nekone¢né mnoho
mnozin K]ij, je snadno vidét, ze po m krocich vytvareni mnoziny K (¢), kde 2—15 +1 < 2™ vznikne
mnozina K&, pro kterou plati K5, N Og(zo) # 0. Tedy v libovolném okoli O (z¢) existuji body
z, pro které x g (.)(z) = 1, pficemz x(c)(wo) = 0. Odtud plyne nespojitost funkce xr (.)(z)
v libovolném bodé zg € S(e).

V kazdém bodé zo € K(e) je funkce X (.)(7) spojitd: Protoze K(e) je oteviend mnozina,
existuje § > 0 tak, ze Os(z0) C K(e). AvSak x(.)(x) =1 Ve € K(e). 0

27.4. Dusledek. Funkce xg(z) je riemannovsky integrovatelnd, kdezto funkce X i (¢) () neni
riemannovsky integrovatelna; je pouze lebesgueovsky integrovatelna.

Drikaz. Uvedeny vysledek plyne z Tvrzeni 27.3, Véty 23.6, faktu, Zze meas P = 0 a meas S(e) > 0,
a zfejmé lebesgueovské integrovatelnosti funkce XK(E)(.’E). ]

V Lebesgueové smyslu plati

1
/ Xk (e)(z) dz = meas K (¢) = 2e.
0
V Riemannové (a tedy i Lebesgueové) smyslu plati

11 1
—+—+---+—>,
2n

1 1 1
/0 XKquEU---uKZ(m)dl‘:E<1+§+Z+8 6

takze v Lebesgueové smyslu

1

1
nlgréo o XKfUKgu---UKg(w)dmz/O nli_{réoXIfqugu---qul(m)dmz

1

Vidime tedy, ze Lebesgueova mira a Lebesguetv integral jsou ucinné jak v pripadé pato-
logickych funkei (jako napt. Dirichletova funkce nebo x g (.)(z)), tak patologickych jevi, které
z hlediska Riemannova integrélu vznikaji pfi limitnich pfechodech (pravé uvedeny piiklad je totiz
specidlnim pfipadem Lebesgueovy véty o zameéné integrace a limitniho pfechodu — viz kap. 28).

Uvedme jesté paradox, ktery souvisi s otevienou mnozinou K (¢). Hranice 9 M oteviené mnoziny
M se obvykle definuje jako

OM =M\ M,

kde M je uzavér mnoziny M. Z dikazu Tvrzeni 27.3 plyne, ze K(¢) = (0, 1), takze
0K (e) =(0,1) \ K(e) = S(e).

Zatimco kazd4 z mnozin K} U K5 U ---U K, m4 hranici, kterd sestdva z kone¢ného poctu bodi,
a ma tedy miru rovnu nule, je

meas 0K (¢) = meas S(¢) =1 —meas K(g) = 1 — 2¢.
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28. LIMITNI PRECHOD ZA ZNAKEM INTEGRALU
Resime tento problém: Necht na méfitelné mnoziné F je dana posloupnost mé-

fitelnych ohranicenych funkci
fi(@), f2(%), f3(@), ..o, ful2), .o,

kterd v néjakém smyslu (stejnomérné, vsude, téméf vsude) konverguje k méfitelné
ohranic¢ené funkci F'(z). Tazeme se, plati-li vztah

lim Efn(x)dac:/EF(x)dx (28.1)

n— 00
Plati-li (28.1), fikdme, Ze je mozny limitni pfechod za znakem integralu.
Uvedme piiklad, Ze (28.1) obecné neplati. Definujme na (0, 1)

{n pro z € (0, 1)
0 proz ¢ (0,1)

b

fn(z) =

Potom pro kazdé = € (0,1) bude (dokazte jako cvi¢eni)

lim fn(l') =0,

n— 00

ale

/Olfnm)dx: 1

a tento integral nekonverguje k nule. Omezime se na vétu:

28.1. Véta (Legesgue). Necht na méritelné mnoziné E je ddna posloupnost
{fn(z)} méritelnych ohranienych funkci konvergujici témér vsude k méritelné
ohrani¢ené funkci F(z),

lim f,(x) =F(z) Vze€ E— Ey (measEy=0).

n— oo
Existuje-li konstanta K, e pro vsechna n a vSechna x!!

|[fn(2)] < K, (28.2)

potom

n—00

lim Efn(.r)dx:/EF(J:)dac:/Enli_)n;ofn(x)dx.

1V uvedeném piikladé neni splnéna pravé tato podminka, tzv. podminka stejnomérné ohra-
nicenosti posloupnosti funkci.
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29. SROVNANI RIEMANNOVA A LEBESGUEOVA INTEGRALU

Pro velkou diilezitost Vét 23.6 a 23.7 opakujeme tyto véty znovu v samostatné
kapitole a dokazeme je.

29.1. Véta (Lebesgue). Aby ohranic¢end funkce byla integrovatelna (R), je
nutné a staci, aby byla témeér vsude spojita.

29.2. Véta. Kazda funkce integrovatelna (R) je nutné integrovatelna i (L) a
oba integraly jsou sobé rovny.

Obracena véta neplati - viz napf. Dirichletovu funkci:

fp(z) :{

Lebesquetiv integral z této funkce je podle Ptikladu 23.5 roven nule, kdezto Rie-
manniv integrél z této funkce podle Piikladu 22.8 neexistuje.

0 pro x € (0, 1) iraciondlni,

1 pro z € (0, 1) raciondlni.

29.3. Priklad. Nyni dokdZeme, ze Riemanntuv integral z Riemannovy funkce
fr(z) na intervalu (0, 1) je roven nule,

) [ gata) az = (1) [ fnto) dz =0

Tento vysledek ziskdme pomoci V&t 29.1 a 29.2 snadno: Necht @@ C (0,1) znadi
mnozinu racionalnich a I C (0, 1) iracionalnich ¢&isel. Potom podle Véty 26.5

/OlfD(m) de = /IfR(CU) dx+/QfR($) de.

Protoze fr(z) =0 pro z € I, je

(L)/IfR(:U) dz =0.

Co se tyce druhého integralu, staci uzit Disledek 26.4 véty o stiedni hodnoté a
skutec¢nost, ze meas ) = 0, abychom dostali

(L)/QfR(a:) dz=0. O

Nyni ptikroéime k dikazu Vét 29.1 a 29.2. Necht na segmentu (a, b) je ddna (ne
nutné konecéna) funkce f(z). Necht zg € (a,b) a § > 0. Ozna¢me symbolem m(zo),
resp. Ms(zp) infimum, resp. supremum funkce f(z) na intervalu (zg — 9, g + 9),

mes(xo) = inf{f(z)}, Ms(xo) =sup{f(z)}, kdezy—3d <z <mzo+0.
(Samozifejmé uvazujeme pouze ty body intervalu (zg — d,xg + 0), které lezi na
segmentu (a, b).) Ztejmé plati
ms(zo) < f(xo) < Ms(zo).
Pokud se § zmensuje, potom se mg(xp) nezmensuje a Ms(zo) nezvétsuje. Proto
existuji limity
m(zo) = lim ms(zo), M (xo)= lim M;(xo), (29.1)
6—0 6—0
pficemz ziejmeé
mes(xo) < m(xo) < fxo) < M(xo) < Ms(x0). (29.2)
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29.4. Definice. Funkce m(x), resp. M (x) se nazyva dolni, resp. horni Baireova
funkce pro funkci f(z).

29.5. Véta (Baire). Necht funkce f(x) je konec¢na v bodé zy. Aby funkce f(x)
byla v bodé x( spojita, je nutné a staci, aby platilo

m(zo) = M(z0). (29.3)
Dikaz. a) Nutnost. Necht funkce f(z) je spojitd v bodé z¢y. Zvolme libovolné,
ale pevné ¢ > 0. Potom lze najit takové § > 0, ze pro vSechny body x splnujici

nerovnost
|z —xo| <9

plati
|f(z) = f(zo)| <e.

Jinymi slovy, pro vSechna z € (zg — d,z¢ + J) bude
f(mo) —e < fx) < f(zo) +e.
Odtud vsak plyne
f(zo) — e <ms(wo) < Ms(wo) < f(wo) +¢
a tim spiSe podle (29.2)
f(x0) — & <m(wo) < M(z0) < f(wo) +e¢,

odkud vzhledem k libovolnosti € plyne (29.3).
b) Dostatecnost. Necht nyni naopak plati (29.3). Potom podle (29.2)

m(xzo) = M(zo) = f(z0) (29.4)

a spolec¢na hodnota obou Baireovych funkci je v bodé xy konecna.
Zvolme libovolné, ale pevné € > 0 a najdéme tak malé § > 0, ze

m(xzg) —e < mgs(xg) < m(zg), M(xg) < Ms(xg) < M(z0) + €.
Odtud podle (29.4)
f(l‘()) —e< m(;(aso), M(;(I‘()) < f(l‘()) +e. (295)

Jestlize nyni z € (zg — 0, x9 + ), pak hodnota f(x) lezi mezi ms(zo) a Ms(zo),
takze podle (29.5)
f(xo) —e < f(x) < fzo) +¢.

Jinymi slovy, z toho, Ze |z — xg| < 0 plyne, Ze

|[f (@) = f(zo)| <e,

tj. funkce f(x) je spojitd v bodé zy. O
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29.6. Lemma. Uvazujme posloupnost déleni segmentu (a, b)

a:x(()l)<$§1)<---<$f111): ,

pricemz pri i — oo
A = max{|a:§;il - a:g)|} — 0.
Necht mg) je infimum hodnot funkce f () na segmentu (xg), 3:,21) Zavedme funkci
vi(x) vztahy
vi(x) = mg) pro x € (1:,(;), 35;;4)-1)7

(5) =0 pro s = af) ol ...t
Jestlize bod o nen totozny s zédnym z bodii i) (i = 1,2,3,...:k = 0,1,2,...,n),
potom
lim ¢;(zg) = m(xg).

71— 00

(@) .(2)

Diikaz. Zvolme néjaké i pevné a ozna¢me symbolem (x; ', 7, ) ten ze segmenti
1-tého zpisobu déleni, ktery obsahuje bod . Protoze bod xy neni totozny s zadnym

bodem déleni, plati
a:(i) <xo < x(i)
ko 0 ko+1

takze pfi dostatecné malych § > 0 bude
5 5 (1) _.(4)
(zo — 6,0 +0) C (T} s g0 1 1)-

Z této inkluze plyne, ze
mgo) < ms(zo),
¢ili, coz je totéz, ze
pi(zo) < ms(zo).
Piejdéme k limité pro 6 — 0. Potom najdeme, Ze pii libovolném i plati (vzhledem

k definici funkce m(x) — viz (29.1))

pi(ro) < m(zo).
Tim je Lemma 29.6 dokazéno v pfipadé m(zo) = —oo. Necht nyni m(zg) > —oo
a necht h < m(zg). Potom nalezneme takové 6 > 0, ze mg(xg) > h. Jestlize fixujeme
toto d, najdeme dostatecné velké ig, ze pti ¢ > ig bude

(3:,(;2, a:g())Jrl) C (xg — 0,10 + 0),
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kde (jako vyse) <$§€0) a:,(CO) 41) je segment, ktery obsahuje bod x¢. Existence takového
10 plyne z podminky A; — 0.
Pro takové indexy ¢ bude

( ) > m(;(xo) > h,

¢ili (coz je totéz)
vi(zg) > h.

Tedy pro kazdé h < m(x) lze nalézt takovy index ig, Ze pii i > ig je
h < gi(zo) < m(zo),
coz znamena, ze @;(z9) — m(zo). O
29.7. Dusledek. Baireovy funkce m(x) a M (x) jsou méfitelné.

Dikaz. Mnozina bodii vSech déleni {xg)} je spocetnd, takZze méa miru nula. Proto
z Lemmatu 29.6 plyne, ze ¢;(z) — m(z) téméf vsude. Ale funkce @;(z) jsou méfi-
telné, protoze jsou schodovité. Z Véty 25.19 tedy plyne, Ze funkce m(z) je métitelna.

Pro Baireovu funkci M (x) probiha dikaz obdobné. (Musi se dokdzat analogie Lem-

matu 29.6, tj. lim; .o @;(zg) = M (x), kde v definici funkei @;(z) je symbol mg)

nahrazen symbolem M ,gi), kde M ,gi) je supremum hodnot funkce f(x) na segmentu
<331(;)7 x;ﬁﬁ ) O

29.8. Dusledek. Je-li v podminkach Lemmatu 29.6 funkce f(x) ohranicend,

potom
b b
(L)/ vi(z) de — (L)/ m(x) dz

Dikaz. Jestlize |f(z)| < K, potom zfejmé plati
lpi(2)] < K, |m(z)| < K.

Protoze funkce @; (), m(z) jsou métitelné, jsou tedy integrovatelné (L). Nyni staci
uzit Vétu 28.1 (o limitnim pfechodu za znakem integralu) a Lemma 29.6:

ggng)(L)/abmm dz = (L) /ab}gﬂg)wz / m(s

Dukaz Véty 29.1. Preformulujme nyni pro ucely tohoto dikazu tvrzeni Du-
sledku 29.8. Za tim tcelem si vSimnéme, Ze
n;—1 n;—1

(L)/ 901 d.'L' = Z /( ) diL' = Z m xk-‘rl - x;cl)) = 84,
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kde s; je dolni Darbouxtv soucet (vystupujici v definici Riemannova integralu),
ktery odpovida i-tému zptisobu déleni segmentu (a,b). Tedy tvrzeni Dusledeku
29.8 znamena, ze pii ¢ — oo

S; — (L)/ m(x) dx. (29.6)

Analogicky miizeme stanovit, ze horni Darbouxiiv soucet .S; pfi rostoucim ¢ kon-
verguje k integralu z horni Baireovy funkce

S; — (L) /bM(x) dz.

Dohromady tedy dostavame
b
Si —s; — (L)/ (M(xz) —m(x)) dz. (29.7)

Na druhé strané v zédkladnim kurzu matematické analyzy se dokazuje, zZe pro to,
aby ohranicend funkce f(x) byla integrovatelna (R) je nutné a staci, aby S; —s; — 0.

Srovname-li toto tvrzeni se vztahem (29.7), vidime, Ze pro integrovatelnost (R)
funkce f(z) je nutné a staci, aby

b
(L) / (M(z) — m(z)) dz = 0. (29.8)

Podminka (29.8) je v kazdém ptipadé splnéna, je-li rozdil M (z) —m(z) ekvivalentni
nule, tj. symbolicky M (z) — m(z) ~ 0. Ale protoze tento rozdil je podle (29.2)
nezaporny, tak i obracené z (29.8) plyne, ze (viz Dusledek 26.9)

m(z) ~ M(z). (29.9)

Integrovatelnost (R) ohrani¢ené funkce f(z) je tedy rovnocennd se vztahem
(29.9). Srovname-li tento vysledek s tvrzenim Véty 29.5, dostavame tvrzeni Véty
29.1. O

Dukaz Véty 29.2. Predpokladejme, ze funkce f(z) je integrovatelna (R). Po-
tom je f(z) nutné ohranicend a podle Vét 29.1 a 29.5 bude

m(x) = M(z) téméf vsude na (a,b).

Podle (29.2) viak je
m(z) < f(z) < M(z),

coz s predchozim vztahem dava
f(x) =m(z) témér vsude na (a,b). (29.10)
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Protoze funkce f(z) je ekvivalentni s méfitelnou funkci m(z) (viz Dusledek 29.7),
tak je podle Véty 25.8 sama méritelnad. Kazda ohranicend méritelna funkce je in-
tegrovatelnd (L), takze je funkce f(z) integrovatelnd (L). Tim jsme dokazali, Ze
z integrovatelnosti libovolné funkce v Riemannové smyslu plyne jeji integrovatel-
nost v Lebesgueové smyslu.

Nakonec z ekvivalentnosti funkci f(x) a m(z) (viz (29.10)) plyne, Ze

cL>/be<x><tn::<L>J£b7ncr>dm.

Ale, jak je znamo ze zakladniho kurzu matematické analyzy, v podminkach Lem-
matu 29.6 pro funkci f(z) integrovatelnou (R) plati

s; — (R) /abf(.r) dz,

kde s; je dolni Darbouxiv soucet korespondujici i-tému zptisobu déleni segmentu
(a,b). Srovname-li tento fakt s (29.6), vidime vzhledem k (29.10), ze

b b
mﬁ%mm=m/ﬂmm
Tim je Véta 29.2 dokézana. [

30. STANOVEN{ PRIMITIVNI FUNKCE
30.1. Véta. Necht funkce f(z) ma v kaZdém bodé segmentu (a, b) derivaci f'(x).

Je-li f'(x) ohranicend, pak je integrovatelna (L) a plati

f@:mw/www
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31. INTEGRAL NEZAPORNE MERITELNE FUNKCE

V této a dalsi kapitole je zobecnéna definice Lebesgueova integralu na neohrani-
¢ené funkce.

31.1. Lemma. Necht funkce f(z) je méfitelna a nezaporna na meéfitelné mno-
7iné E. Necht déle je N piirozené ¢islo. Je-li funkce [f(z)]n definovédna vztahem?

f(x) jeli f(z) < N.

[f(2)]ln = { N je-li f(z) > N,

potom je tato funkce také méritelna.

V podminkéch lemmatu je funkce [f(z)]n ohrani¢end a tedy integrovatelna (L).
Protoze kromé toho

tak

[imars s [

a existuje urcitd (kone¢nd nebo nekoneénd) limita

Jim [ [f@)]y da. @

31.2. Definice. Limitu (*) nazyvame Lebesgueovym integralem funkce f(z) na
mnoziné E a znac¢ime symbolem

/Ef(.r)dx nebo (L)/Ef(x)d.r

a pokud F = <a, b> potom symbolem

/abf(as)d:z:.

Je-li tento integral kone¢ny, potom se funkce f(z) nazyva integrovatelnou (L) nebo
integrace schopnou na mnoziné FE.

31.3. Poznamka. Timto zpusobem pripisujeme integral kazZdé meéritelné ne-
zaporné funkci, ale integrovatelnymi nazyvame pouze ty funkce, jejichz integral
je konec¢ny. Snadno vidime, Ze pro ohranicenou, métitelnou a nezapornou funkci

vvvvvv

[f(x)]n = f(z). Proto je kazda ohrani¢end (méfitelna a nezapornd) funkce integro-
vatelna.

!Tato funkce se nazyva ,sefiznuti funkce f(z) ¢islem N.“
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Priklad. a) Vypoctéte integral

Plati
< N ¢ili

> N ¢ili

VAN
8

8= 8|
2= 2=

[1} {%7 je-li
zIn N je-li

Y

11 + 11
/ —da:z/ Nda:—{—/ —dx =
o T 0 £ T

1 1 1
= [N.r}év + [lnx] :1—|—O—I—1n1—lnN:1—|—0—0—|—lnN.

L
N

Odtud

Odtud limitnim pfechodem pro N — +oc dostavame

1
1
/ —dx = +o0.
0 T

1
— dzx.
/0 VT

b) Vypoctéte integral

Plati
[L} [ 5 deli gz S Néili g <,
Nz N, jelli = > N ¢ili 7 > =
Odtud

N2

[N}ﬁju[mfr L o 2
= |Nz x =— - —
0 L N N

Odtud limitnim prechodem pro N — +oc dostavame

1
1
—dx = 2.

0 ST

Tedy funkce % neni integrace schopna podle Lebesguea, ale funkce é je integrace
schopna. (Dostali jsme podobny vysledek jako v teorii nevlastniho Riemannova
integralu: prvni integréal diverguje, kdezto druhy konverguje.)

31.4. Véta. Je-li funkce f(x) integrovatelnd na mnoziné E, potom je na této
mnoziné témér vsude konecna.
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31.5. Véta. Je-li meas E = 0, potom kazda nezapornd funkce f(z) je integro-
vatelna na mnoziné E a plati
/ flx)dz =
E

31.6. Véta. Jsou-li funkce f(z) a g(x) ekvivalentni na mnoziné E, potom

/Ef(as)d:r:/Eg(:z:)da:.

31.7. Véta. Je-li funkce f(z) nezdporna a méfitelnd na mnoziné E a je-li Fy
meéritelna podmnozina mnoziny F, potom

Eof(a:)dxg/Ef(x)da:

31.8. Véta. Necht funkce f(x) a F(x) jsou nezaporné a méritelné na mnoziné
E. Je-li f(z) < F(x), potom

/Ef(a:)dngEF(x)da:.

31.9. Véta. Jestlize pro nezapornou a méritelnou funkci na mnoziné E plati

| fa)ao =

potom je funkce f(x) ekvivalentni nule.

31.10. Véta. Necht f1(z) a f2(x) jsou dvé nezaporné mértitelné funkce na mno-
ziné E. Je-li f(x) = f1(z) + fa2(x), potom

/f d.r—/fl dac—l—/fz

31.11. Véta. Je-li f(x) > 0 meéfitelna funkce dand na mnoziné £ a k > 0

konecné cislo, potom
/ kf(z)dz = k/ f(z)dx
E E

31.19. Véta (Totalni aditivnost integralu). Necht méfitelnd mnozina E
je sjednocenim konecné nebo spocetné mnoha navzajem disjunktnich méritelnych
mnozin Ey,

E=JE, (BinE;=0,i+# j).

Pro kazdou nezapornou méfitelnou funkci f(x) danou na mnoziné E bude

/Ef(x)da::zk: . f(z)dx
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32. INTEGROVATELNE FUNKCE LIBOVOLNEHO ZNAMENKA

Necht f(x) je méfitelna funkce dand na méfitelné mnoziné E. Zavedme funkce

f(z) pro f(z) >0,

f+l@) = { 0 pro f(z) <0,

qo0 pro f(z) > 0,
f-(@) = { —f(x) pro f(z) <0,

Tyto funkce jsou méritelné a nezaporné, takze existuji oba integraly

/Ef+(a:)da:, /Ef_(:::)d:z:.

f(@) = fy(@) = [-(2).

Je proto prirozené dohodnout se nazyvat rozdil

[E fi(@)da - [E /(@) ds (%)

integralem funkce f(x). Protoze ,rozdil“ 400 — (+0c) nemé smysl, ma symbol ()
smysl tehdy a jen tehdy, kdyz alespon jedna z funkei f (z) a f_(x) je integrovatelna.

Plati

32.1. Definice. Je-li alespon jedna z funkci f(z) nebo f_(x) integrovatelna
na mnoziné E, potom nazyvame (koneény nebo nekoneény) rozdil

[E fi(w)do - [E fo(@)d

Lebesgueovygm integrdalem funkce f(x) na mnoziné E a znacime symbolem
/ f(z)dz. (32.1)
E

32.2. Definice. Funkce f(z) se nazyva integrovatelnou (L) nebo integrace schop-
nou na mnoziné E, jestlize integrél [ 5 [(z)dz existuje a je konecny.

32.3. Poznamka. Mnozina vSech integrovatelnych funkci se obvykle znaci pis-
menem L, takze fakt integrovatelnosti funkce f(x) muZeme také zapsat takto:
f(x) € L, resp. L(F), chceme-li vyznacit mnozinu, pres kterou integrujeme.

32.4. Véta. Aby méfitelnd funkce f(x) byla integrovatelnd, je nutné a staci,
aby byla integrovatelnou funkce |f(z)|. Je-li tato podminka splnéna, potom

‘/Ef(ar)da: < [ 1@las,
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32.5. Dusledky. I. Integrovatelna funkce je skoro vsude konecna.
II. Je-li meas E = 0, potom na E je integrovatelna kazda funkce f(x) a plati

| #a)ao =

III. Funkce integrovatelna na mnoziné E je integrovatelna i na kazdé jeji méritelné
podmnoziné.

IV. Necht funkce f(x) a F(z) jsou méfitelné na mnoziné E a necht |f(x)| < F(x).
Je-li funkce F(z) integrovatelna, tak je integrovatelna i funkce f(z).

32.6. Véta. Necht funkce f(x) a g(x) jsou ekvivalentni. Z existence jednoho
z integralti [, f(x)dz a [, g(x)dz plyne existence druhého a jejich rovnost.

32.7. Véta (konecna aditivnost integralu). Necht mnozina E je sjednoce-
nim konecného poctu navzajem disjunktnich méritelnych mnozin

E=|JEx (B;NE;=0,i#j).
k=1

Je-li funkce f(x) integrovatelna na kazdé z mnozin Ey, tak je integrovatelna i na
jejich sjednoceni a plati

/Ef(a:)dx:kz_:l

V pripadé spocetné mnoha mnozin neplyne z integrovatelnosti funkce f(z) na
kazdé mnoziné jeji integrovatelnost na jejich sjednoceni, jak ukazuje tento priklad.

32.8. Priklad. Nechf funkce f(z) je ddna na (0,1) takto:

2n+1

1
—n  pro =7 <z < 57

2n+1 1
n- pro 2n(n+1) <z < n

Funkce f(z) je integrovatelnd na kazdém polosegmentu (n g n> pricemz

2n+1 1
2n(n+1) n
/ f(x / ndxr + / ndr =0.
1 2n+1

n+1 n+1 2n(n+1)

Pfitom na sjednoceni (0, 1> téchto polosegmentt neni funkce f(x) integrovatelna,
protoze (véta 32.4)

QTS of NTETS Y s

Plati vSak nasledujici véty o totalni aditivnosti integralu.
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32.9. Véta. Je-li funkce f(z) integrovatelna na mnoziné E, ktera je vyjadiitelna
ve tvaru sjednoceni spocetné mnoziny navzajem disjunktnich méritelnych mnozin,

oo

E=|JEx (B;nE;=0,i#)),
k=1
potom
f(x)dx = f(z)dz. (32.2)
E k=1"Ex

32.10. Véta. Necht méritelnd mnozina E je vyjddritelnd ve tvaru sjednoceni
spocetné mnoha navzijem disjunktnich méfitelnych mnozin Ey. Je-li funkce f(x)
integrovatelna na kazdé mnoziné E, a jestlize

|f(x)|dz < 400,
A

potom funkce f(x) je integrovatelna na mnoziné E a plati rovnice (32.2).

32.11. Poznamka. Jak je vidét z prikladu 32.8, nelze zaménit podminky véty
32.10 podminkou konvergence rady

fx)dz.

32.12. Véta. Je-li funkce f(x) integrovatelnd na mnoziné E a k je konecna
konstanta, potom funkce kf(x) je také integrovatelna na E a plati

/Ekf(x)dx:k/Ef(x)dx.

32.13. Dausledek. Je-li funkce f(x) integrovatelnd na mnoziné E a ¢(x) mé-
fitelna a ohranic¢end na této mnoziné, pak jejich soucin ¢(z)f(x) je integrovatelna
funkce na FE.

32.14. Véta. Je-li kazda z funkci f1(x) a f2(x) integrovatelnd na mnoziné E,
potom je integrovatelna i funkce f(z) = f1(x) + f2(x), pficemz

/Ef(m)dx:/Efl(x)der/Eb(x)dm-

32.15. Véta (absolutni spojitost integralu). Necht funkce f(x) je integro-
vatelna na mnoziné E. Potom ke kazdému ¢ > (0 existuje takové 6 > 0, ze pro
kazdou meéritelnou mnozinu e C E s mirou mease < § plati

‘/ef(x)dx
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33. LIMITNI PRECHOD ZA ZNAKEM INTEGRALU

33.1. Véta (Lebesgue). Necht na méfitelné mnoziné E je dédna posloupnost
méfitelnych funkei |{ f,,(z)}, kterd konverguje na této mnoziné téméi vsude k funkci
F(x). Existuje-li takova integrovatelna funkce @, ze pro vsechna n i x € F plati

|[fn(2)] < (),
potom

lim Efn(a:)dx:/EF(x)dx:/E lim f,(z)dx

n—00 n—00

33.2. Dusledek. V podminkach véty je

lim [ (@) fu(z) dz = / () F(z) dz,

kde ¢(x) je libovolna méfitelnd ohranicend funkce.

34. ZAKLADNI VLASTNOSTI KVADRATICKY INTEGROVATELNYCH FUNKCI

V této a nékolika nasledujicich kapitolach budeme uvazovat velmi dilezitou tfidu
funkci — funkce s integrovatelnym kvadratem. Kvili jednoduchosti budeme piedpo-
kladat, ze vSechny uvazované funkce jsou zadany na néjakém segmentu E = <a, b>.

Pripad, kdy funkce jsou definovany na libovolné métitelné mnoziné Fy C E =
<a,b>, mize byt pfeveden na predchozi ptipad, kdyz kazdou uvazovanou funkci
dodefinujeme nulou v bodech mnoziny £ — FEj.

34.1. Definice. Méftitelna funkce f(x) se nazyva kvadraticky integrace schopnou
funkct, jestlize

b
/ fA(z)dz < 4o0.

Mnozinu vsech kvadraticky integrovatelnych funkci zna¢ime obvykle? L.

34.2. Véta. Kazda funkce, ktera je kvadraticky integrovatelna, je integrova-
telna, tj. Lo C L.

Tato véta plyne z evidentni nerovnosti

@) < S0+ ).
Stejné tak z nerovnosti .
[f(@)g(=)] < 5 [f%(z) + 9° ()]
plyne

34.3. Véta. Soucin dvou funkci kvadraticky integrovatelnych je integrovatelna
funkce.

Odtud v duasledku rovnosti
(f£9)°=f+2fg+4°

plyne

2Nékdy, aby se zdtraznilo o jaky interval (a,b) se jedna, pise se La(a,b).
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34.4. Véta. Soucet a rozdil funkci, které pattfi do Lo, nalezi do L.

Nakonec uvedme zcela ziejmou skutecnost, ze soucasné s f(z) do Lo patii i
vSechny funkce tvaru kf(x), kde k je koneéné redlné ¢islo.

34.5. Véta (Bunakovského nerovnost). Jestlize f(x) € Ly a g(z) € Lo,

otom
p [/abf(:c)g(:::)olas]2 < [/abfz(a:) d:z:] : {/abg2(3:) dx] : (34.1)

Dikaz. Uvazujme kvadraticky trojclen
Y(u) = Au? + 2Bu + C

s redlnymi koeficienty A, B, C, pfi¢emz A > 0. Je-li tento trojclen nezadporny pii vSech redlnych
hodnotéach u, potom
B2 < AC. (34.2)

Skutecné, kdyby tomu tak nebylo, potom

zp(—%) :%(AC—B2)<O.

Polozme nyni

b b b b
w(u):/ [uf(:z:)+g(m)]2d:z::u2/ f2d:z:—|—2u/ fgdm—i—/ gzd:z:.

a

Tento trojclen je nezaporny, a proto jeho koeficienty spliiuji nerovnost (34.2), coz je v tomto
pfipadé nerovnost (34.1).2 [

34.6. Dusledek. Jestlize f(x) € Lo, potom

(34.3)

Drikaz. Polozime-li g(z) = 1 v (34.1) a nahradime-li f(z) vyrazem |f(z)|, dostaneme nerovnost

(34.3). [
34.7. Véta (Cauchyova nerovnost). Jestlize f(z) € Lo a g(z) € Ly, potom

\//ab[f(:l:) +g(z)]?dz < \//ab f2(z) dz + \//abgz(“") d |

Dikaz. Odmocnime-li obé strany Bunakovského nerovnosti (34.1), nalezneme

[ 1gar < \//abfz(m)dm-\//:g?(m)dm-

3Ptedpokladame, Ze f; f2dz > 0. V pfipadé f; f?dz = 0 by funkce f(z) byla ekvivalentni
nule a nerovnost (34.1) by degenerovala v trivialni totoznost 0 = 0.
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Nasobime-li tuto nerovnost dvéma a pricteme-li k obéma stranam vyraz

/abdew—F/abQde,
/ab<f+g)2dws <\//abf2<w>dw+\//ab92<w>dw>2-

Odtud jiz plyne tvrzeni véty. [

dostaneme

Cauchyova nerovnost dovoluje uvazovat mnozinu Ly z nového hlediska. Kon-
krétné, jestlize ptitadime kazdé funkci f(x) € Lo ¢islo

b
1=y [ s,

tak bude platit:
L ||f]| > 0, pficemz ||f|| = O tehdy a jen tehdy, kdyz f(z) ~ 0.
IL |k f]l = [k] - [lf]| & mimo jiné [| — f|| = [[f]].

L ||/ + gl < [I£1 + .

Cislo || f|| se nazyva normou funkce f(z). Analogie mezi || f|| a absolutni hodnotou
|z| redlného ¢isla bije do oé¢i. Tato analogie je zdrojem fady dilezitych a krasnych
konstrukeci.

Zhruba feCeno, zakladni vyznam absolutni hodnoty v matematické analyze spo-
¢iva v tom, Ze s jeji pomoci provadime métfeni vzdalenosti na c¢iselné primce:

o(z,y) = v —yl|.

Zavedeni normy dovoluje hledét i na mnozinu Ls(a, b) jako na néjaky ,prostor®,
v kterém je také mozno provadét méreni, jestlize prijmeme cislo

o(f,g9) =1If =gl

za vzdalenost mezi prvky f a g mnoziny Ls.

Jestlize se dohodneme povazovat ekvivalentni funkce za totozné, potom vzdale-
nost o(f, g) bude mit vlastnosti, na které jsme zvykli:

1. o(f,g) > 0, pticemz o(f,g) = 0, kdyz a jen kdyz f = g.

2. 0(f.9) = ely f)-

3. 0(f,9) < o(f,h) + o(h, 9).

Jestlize na nékteré mnoziné A, jejiz prvky jsou zcela libovolného piivodu, je
zadéna jakakoliv funkce o(z,y), kterd je definovana pro vSechny dvojice x, y € A,
potom mnozinu A nazyvame metrickym prostorem.

To znamena, ze Lo je metricky prostor. Jako prvni tento zpiisob nazirani na Lo
zacal rozvijet D. Hilbert; to je také diivod, proc se Lo nazyva Hilbertovym prostorem
(i kdyz pismeno L v symbolu Lj je uzivano na pocest Lebesguea; proto tento prostor
budeme také nazyvat Lebesgueovym prostorem).
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35. KONVERGENCE PODLE STREDU

Pojem normy dovoluje zavést v Hilbertové prostoru Lo pojem limity pomoci
témer stejnych vyrazi jako v pripadé c¢iselné primky.
35.1. Definice. Prvek f prostoru Ly se nazyva limitou posloupnosti { f,, } prvki

tohoto prostoru, jestlize ke kazdému € > 0 existuje takové N = N(¢), Ze pro vSechna
n>Nje|fn—fll <e.

Tuto skutecnost budeme oznacovat tim, Ze budeme fikat, Zze posloupnost {f,}
konverguje k prvku f, nebo ze prvek f,, se blizik f a zapisovat obvyklym zpiisobem

hmfn:fu fn_>f
n—0o0
Zde musime upozornit ctenare na hluboky rozdil vztaht

folz) = f(z) a fn—f.

Prvni znamend, Ze pii pevném z éiselnd posloupnost {f,(z)} v obvyklém smyslu
konverguje k ¢iselné limité f(x). Druhy vztah znamené, Ze posloupnost prvki pro-
storu Lo konverguje k prvku f € Lo ve smyslu pravé uvedené definice 35.1. V oby-
¢ejnych terminech teorie funkci vztah f, — f znamena, ze

[fn(x) - f(x)]2dl' =0.

lim

b
n—oo [,

Tento novy druh konvergence posloupnosti funkci se nazyva konvergence podle
stredu.

35.2. Véta. Jestlize posloupnost { f,,(x)} konverguje podle stiedu k funkci f(x),
potom k této funkci konverguje i podle miry.

Diikaz. Necht o > 0 a
An(o)={z € E: |fn(z) — f(z)| > 0}.

Potom

/b(fn —- f)?dz > / (fn — £)?dz > o%meas Ay (o),
a g)

n

a protoze o je pevné zvoleno, tak meas Ay (o) — 0, a to znadl, ze f, = f. O

35.3. Dusledek. Jestlize posloupnost { f,(x)} konverguje podle stiedu k funkci
f(z), potom je z ni mozno vydélit podposloupnost { f,, (z)} konvergujici k f(z)
témeér vsude.

Tento dtsledek je mozno ziskat pouhym srovnanim praveé dokazané véty 35.2 s Rieszovou vétou

z hlavy IV (viz vétu 22.5). MiZeme jej vSak dokézat bez jakéhokoliv uziti konvergence podle miry:
Jestlize

b
lim / (fn—f)*dz=0,
n— oo a
potom lze najit takové indexy n1 < n2 < nsg < ..., ze

b 9 1
/a(fnk_f) d:l,‘<2—k.
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Potom nekonec¢na rada

2 (fnk - dw

k=174

konverguje, takze podle dtsledku 31.18 témér vSude na <a, b> plati

Poznamenejme, ze konvergence podle stfedu posloupnosti { f,,(x)} k funkei f(z)
neimplikuje konvergenci {f,(x)} k f(x) téméf vsude. To lze ilustrovat prikladem.

Podobné, konvergence f,(z) — f(z) v kazdém bodé z € <a,b> neimplikuje
konvergenci podle stfedu, jak ukazuje nasledujici priklad.

35.4. Priklad. Nechf na (0,1) je déna posloupnost {f,(z)} vztahy

n prol<ax< %,
0 pro ostatni body <0, 1>.

fuli) = {

Potom ziejmé pro libovolné x € <O, 1> je

lim fn(z) =0,

n— oo

/f2 dx—/ n?de =n — +oo.

Avsak: f,(z) = f(x) = fn — f.

35.5. Véta (Jednoznaénost limity). Posloupnost {f,} C Lo miize mit pouze
jednu limitu.

ale pritom

Dikaz. Predpokladejme, ze f, — f, fn — g. Potom

Lf =gl <IIf = fall +1fn — gl

a protoze prava strana této nerovnosti konverguje k nule a leva je konstantni a nezaporna, tak
[lf —gll=0. Odtud f —g=0a f =g, coz jsme chtéli dokazat.

Mtzeme dat i jiny dikaz této véty: Jestlize fr, — f a fn — g, potom podle véty 35.2 po-
sloupnost {fn(z)} konverguje podle miry jak k f(z), tak k g(z), takze f(z) ~ g(z) a ekvivalentni
funkce jsme se dohodli povaZovat za jediny prvek prostoru Ls.

35.6. Véta (Spojitost normy). Jestlize f,, — f, potom || f.| — || f]]-

Dikaz. Ze ziejmych nerovnosti

£l SN+ fn = £ A< Ifnll + 110 = £

plyne, ze
[I1£all = LA} < 11 = 11

a odtud plyne tvrzeni véty. [J

35.7. Dusledek. Normy ¢lent konvergentni posloupnosti { f,, } jsou ohranic¢ené.
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35.8. Definice. Posloupnost {f,} bodu prostoru Lo se nazyva cauchyovskd
(konvergentni v sobé, fundamentalni), jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje takové
N(e), ze pro n > N(e), m > N(e) plati

”fn - fm” <EéE.

35.9. Véta. Jestlize posloupnost { f,} ma limitu, potom je cauchyovska.

Dikaz. Necht f, — f. Zvolime-li libovolné € > 0, lze nalézt takové N (e), ze pfi n > N(g) bude

Jestlize nyni n > N(g) a m > N(¢), potom

lfn = fmll < Ilfn = FIL+1f = Fnll

coz dokazuje tvrzeni véty. [
Mnohem hlubsi je obracena véta:

35.10. Véta (Fischer). Je-li posloupnost {f,} C Lo cauchyovska, potom je
konvergentni.

Diikaz. Vétu dokézeme v piipadé libovolné ohranic¢ené méfitelné oblasti 2 ¢ RY;
tedy plati i v pripadé R!. Necht {f,} C L2(Q) je libovolné zvolena cauchyovska
posloupnost, tj.
limoo |frn = fmllL,) =0, (35.1)

n,m—

coz znamend, zZe pro kazdé ¢ > 0 existuje no(e) tak, Ze ||fn — fml L, < € pro
vSechna m, n > ng(e). Mame dokazat existenci takové funkce f € Ly(2), ze

Jim [ fn = fllz,) = 0- (35.2)

Vztah (35.1) implikuje existenci posloupnosti { NV }%2; takovych pfirozenych ¢i-
sel, ze

N1 < Ny < ...
¢ 1
[ fr = fNillzae) < ok Vn > Ng. (35.3)
Polozme
gk = fny s (35.4)
hn =Y 19541 — 951 (35.5)
j=n
Ziejmé
gn € L2(2) Vn €N, (35.6)
1
l9nt1 = gnllLa) < 57 Vn €N (35.7)

vztah (35.7) plati vzhledem k (35.3).
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ProtoZze norma je spojity funkcional, mtzeme psat podle (35.5), trojuhelnikové
nerovnosti a (35.7), ze

Iralsain = [ (S losss = il) |, = [ i, (E o =), 0, =

r r oo (35.8)
. . 1
= m H (; 931 gj|) HLQ(Q) = rlfilojz::n 9541 = 9jllLo(2) < Jz::n 2
odtud
||hn||L2(Q) < 4o Vne N,
coz implikuje
h, € Ly(R2) Vn € N. (35.9)

PoloZzme

Ap ={X € Q:|go(X)| =400}, B, :={X € Q:h,(X)=+oc},

E = G(An UBy,).
n=1

Meéftitelna funkce je téméf vsude konecéna; odtud podle (35.6) a (35.9) plyne measA,, =
measB,, = 0. Tudiz
measFE = 0. (35.10)

Podle (35.5)
hn(X) = |gn—|—1(X) - gn(X)| + hn—!—l(X) VX € Q.
Tedy

ho(X) > hp1(X) VX € Q\ E,
hn1(X) = hn(X) = =[gn+1(X) = gn(X)] < gn+1(X) — gu(X) VX € Q.

Posledni vztah implikuje
9n(X) — hp(X) < gny1(X) — hpy1(X) VX € Q\ E. (35.11)

Dale plati podle (35.5)

oo
In + = gn +gns1 — gnl + D 19j01— 95 =
j=n-+1
=0n + |gn+1 - gn| + hn+1 > In+1 + hn+1 s
protoie |gn+1 - gn| > In+1 — Gn- Tedy

It (X) + g1 (X) < gn(X) + ha(X) VX € Q\ E. (35.12)
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Definujme funkce

W(X) = hn(X), if X € Q\E,
Go(X) = { gn(X) = hn(X), 1 \ (35.13)
0, if X € B,
(X) 4 ho(X), fXeQ\E,
H,(x) = { 9 F (X, \ (35.14)
0, if X € B.
Vztahy (35.6) a (35.9) implikuji
G, Hy, € Lo(9) . (35.15)
Protoze hj(X) > 0 Vj € N, plati
gn+l(X) - hn+1(X) S gn—‘,—l(X) + hn+1(X) VX € Q \ FE. (3516)

Ze vztaht (35.11)—(35.14) a (35.16) plyne
G1(X) € Gn(X) € Gny1(X) < Hpa (X) < Hp(X) < Hy(X) VX € Q\E.
(35.17)
Tedy pro kazdy bod X € Q\ E je posloupnost ¢isel {G,,(X)}52; ohranifend a

neklesajici; tedy ma limitu. Polozime

F(X):= lim Go(X) VX €Q\E. (35.18)

n—00

Podle (35.15) a (35.17) plati pro vSechna n € N a v8echny body X € Q\ F
|Gn(X)? < (IGL(X)] + Hi(X))* € L1(Q). (35.19)
Protoze druhd mocnina je spojita funkce, mame podle (35.18)

[F(X))? =[lim G,(X)]* = lim [G,(X)]? VX € Q\E. (35.20)

n—00 n—00

Podle (35.19), (35.18) a Lebesgueovy véty o limitnim pfechodu za znakem integralu
(viz Vétu 33.1) dostavame, ze || f||,q) < oo; odtud

fe L), (35.21)
Kromé toho, podle (35.17) a (35.18),
Gn(X) < f(X)< H,(X) VYneN. (35.22)
Vztah (35.22) plyne z téchto vah: Zvolme n € N libovolné. Potom podle (35.17)
Gn(X) < Gran(X) < Hyin(X) < Ho(X) VreN, X €Q\ E.
Nyni stac¢i pfejit k limité pro r — oo a uzit (35.18).
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Vztahy (35.22) implikuji
Gn(X) = gn(X) < f(X) = gn(X) < Hn(X) — gn(X) VneN
tento vysledek mize byt psan vzhledem k (35.13), (35.14) ve tvaru
b (X) < F(X) = gu(X) < ha(X) VneN
Avsak to znamenena, ze
1f(X) = gn(X)]| < hp(X) VneN, VX € Q\ E. (35.23)

Podle (35.23) a (35.8)

oo 1 .

j=n
Z tohoto vysledku a vztahu (35.3), (35.4) plyne

1f = falla) < = 9illza) + 1195 = fallza@) <3277 =0 for n — oo,

coz dokazuje (35.2). Fischerova véta je dokdzana. [

Piedchozi tvahy také implikuji: Existuje podposloupnost posloupnosti {f,} C
Ly(Q) (definovand zde pomoct (35.4)) kterd konverquje k funkci f € La(€2) témeér
vsude v Q.

Vlastnost Hilbertova prostoru Lo vyjadrena ve vété 35.10 se nazyva uplnost to-
hoto prostoru. Ctenadf mozné postiehl, ze véty 35.9 a 35.10 jsou analogii zndmého
Bolzano-Cauchyova pfiznaku konvergence. Bolzano-Cauchytv priznak je jedna z fo-
rem spojitosti ¢iselné piimky R!. Tuto vlastnost je mozno vyjadrit libovolnym z né-
sledujicich tvrzeni:

A. Jsou-li body pfimky R! rozdéleny na dvé tiidy X a Y tak, Ze kazdy bod t¥idy
X lezi nalevo od kazdého bodu tfidy Y, potom bud v t¥idé X je nejpravéjsi bod,
nebo v tridé Y je nejlevéjsi bod.

B. Shora ohrani¢enda mnozina méa supremum.

C. Monotonné rostouci a shora ohrani¢end posloupnost (proménna) ma kone¢nou
limitu.

D. Je-li {d,} posloupnost do sebe vlozenych segmenti, jejichz délky konverguji
k nule, potom existuje bod, ktery néalezi vSem segmentiim.

E. Bolzano-Cauchytv ptiznak: cauchyovska posloupnost {z,} mé kone¢nou li-
mitu.

Sta¢i odebrat z ptimky R! jediny bod, aby vSechny tyto véty prestaly platit.
Z vét A, B, C,D, E pouze posledni, tj. E, je zformulovana bez pomoci pojmu o
poradku bodt na pfimce. Proto je prirozené, aby praveé ona byla prenesena jako cha-

vvvvvv
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35.11. Definice. Mnozina A C Ly se nazyva vsude hustd v Lo, jestlize kazda
funkce nélezejici do Lo je limitou (ve smyslu konvergence podle stiedu) néjaké
posloupnosti funkci mnoziny A.

35.12. Poznamka. Snadno vidime, ze aby mnozina A = {g} byla vSude husté
v Ls, je nutné a staci, aby ke kazdé funkci f € L, a kazdému € > 0 bylo mozno
najit takovou funkci g € A, ze ||f — g|| < e.

35.13. Véta. Kazda ze trid funkci

M — tiida méritelnych ohranic¢enych funkci,

C — trida spojitych funkci,

P — trida polynomii,

S — trida stupnovitych funkci
je vsude husta v Lo(a,b). Jestlize pro zakladni segment plati <a,b> = < - 7r,7r>,
potom je vSude husta i tiida

T — trida trigonometrickych polynomfi.

Dikaz. Dokazeme pouze prvni dvé tvrzeni. Dukazy zbyvajicich tvrzeni nalezne ¢tendf v [Na].

A) Necht f(z) € La(a,b). K libovolné zvolenému £ > 0 najdeme (vzhledem k absolutni spo-
jitosti Lebesgueova integralu — viz vétu 32.15) takové § > 0, ze vztahy e C <a,b>, mease < ¢
implikuji

/f2(:z:) dr < 2.
e
Podle véty 23.1 ke kazdému § > 0 lze najit takovou méfitelnou ohrani¢enou funkci g(x), ze

meas {z € E: f(z) # g(z)} < §, pficemz je mozno predpokladat, ze g(z) = 0 v bodech mnoziny
{z € E: f(z) # g(2)}. Tedy

b
1=l = [ -9?as = [ (f-9Pdr= [ 2o <e?,
a {z€E: f(z)#g(x)} {z€E: f(x)#g(x)}

tj.
If—gll <e.

Tim je véta dokazana pro tiidu M.
B) Necht f(z) € La(a,b) a € > 0. Najdeme takovou funkci g(z) € M, Ze

If—gll < 35-
Necht |g(z)| < K. Podle Luzinovy véty (viz vétu 23.9) existuje takova spojita funkce p(x), ze

meas {z € E: ¢(x) # 9(0)} < 1z, le(@) <K.

Pro tuto funkci bude
2 b 2 2
lo—al* = [ ¢ —g)?da= | (¢(2) = g())? da <
a {z€E: p(z)#g(z)}

2
<4K? -meas{z € E: ¢(z) # g(x)} < 5
odkud [l¢ — g|| < £, takze ||f — ¢|| < e. Tim je véta dokazana pro t¥idu C. []

V mnohych problémech hraje vaznou roli pojem slabé konvergence posloupnosti
funkci.
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35.14. Definice. Posloupnost funkci {f,(z)} C L2(a,b) se nazyva slabé kon-
vergentni k funkci f(x) € La(a,b), jestlize rovnost

b b

lim [ gx)fulz)dz = / g(2)f (x) da

n—00 a a

plati pro kazdou funkci g € La(a, b).
Podrobnéji se timto pojmem nebudeme zabyvat; zde uvedeme pouze jednu vétu.

35.15. Véta. Jestlize posloupnost funkci {f,} C La(a,b) konverguje podle
stredu k funkci f € Ls(a,b), potom k ni konverguje i slabé.

Dikaz. Necht g € La(a,b). Potom Bunakovského nerovnost implikuje

{ng<m>[fn<m>—f<m>1dm}2 A [ rwal{ [t - serras),
/abgfndw—/abgfdw

coz jsme chtéli dokédzat. [

odkud
<lgll - llfn = fIl = 0,

36. VETA O SUBSTITUCI V LEBESGUEOVE INTEGRALU
Vétu uvedeme v piipadé vicerozmérnych integralt (i kdyz tyto budou definovany
pozdéji).
36.1. Definice. Nechf zobrazeni f : RV — RY je definovano vztahy

T = fl(é_lv"'ué_N)v"'u'TN = fN(é_lvué_N)

Rikame, ze zobrazeni f : RY — RY je reguldrni na mnoziné G' C RV, jestlize

a) G je oteviend mnozina,

b) derivace 0f;/0¢; (i,7 =1,...,N) jsou konecné a spojité v G;

c) Jakobian J(&) = D(f1,..., fn)/D(&1, ..., &N) je rizny od nuly pro vSechny
body & = [£1,...,&n] € G. (V piipadé N = 1 pro Jakobian plati J(&1) = f1(&1)-)

36.2. Véta (o substituci v Lebesgueové integralu). Necht zobrazeni

f: RY - RV

je injektivni a regularni v mnoziné G C RN . Necht D = f(G) a necht F : RN — R!
je libovolna funkce méritelna na D. Potom

/D F(X)dX = /G F(E(E)]T(€)]de (36.1)

za predpokladu, Ze alespon jeden z integralu existuje. (V (36.1) symbol X znaci
libovolny N-rozmérny bod mnoziny D.)

36.3. Poznamka. V ptipadé N =1 je D = (a,b) = (f(a), f(B)) a G = (o, B)
a vztah (36.1) se zjednodusuje na tvar

b B
/ F(x) dr = / F(F0)|7(1)] dr, (36.2)

«a
ktery opét plati za predpokladu, Ze alespon jeden z integralt existuje. (V (36.2)
misto f piSeme f, misto z; pro jednoduchost = a misto &; skalarni proménnou ¢.)

133



37. GREENOVA A OSTROGRADSKEHO VETA. PROSTORY C*®(Q) A C§°(Q)

37.1. Definice. Rikame, Ze dvojrozmérna ohranicens oblast  ma po ¢astech
hladkou hranici 012, jestlize v témér vSech bodech 0f) existuje vnéjsi normala k €
a jestlize se 0f) sklada z konecného poctu hladkych casti.

Poznamka. V ptipadé hranice 02 z definice 37.1 jsou vylouceny fezy (viz Obr.
37.1 pro dim 2 = 2); nejsou v8ak vylouceny body vratu (viz Obr. 37.2 opét pro
dim © = 2). Oblast Q2 muze také byt vicenasobné souvisla.

Obr.37.1 a Obr.37.2a a 37.2b

37.2. Greenova véta. Necht ohranic¢ena dvojrozmérnd oblast 2 ma po ¢astech
hladkou hranici ) bez bodii vratu. Necht P, Q jsou funkce spojité v Q, které maji
Spojité a ohranic¢ené prvni derivace v §2. Necht hranice 0f) je orientovana tak, Ze
pri jejim probihani ve sméru orientace mame oblast ) po levé ruce. Potom

0Q 0P B
//Q <%_8—y> dxdy-/@gde—FQdy, (37.1)

kde integraly jsou brany v Riemannové smyslu.

Drikaz. Vétu pro jeji dilezitost dokazeme. Dikaz bude rozdélen do casti A — E.

A) Omezime-li se v pfedchozi formulaci na konvezni ohrani¢enou dvojrozmérnou
oblast €2, dostaneme elementarni tvar Greenovy véty, ktery se dokazuje v zdkladnich
kursech matematické analyzy a ktery proto nebudeme dokazovat.

B) Kazdou ohrani¢enou uzavienou (obecné vicendsobné souvislou) dvojrozmeér-
nou oblast €2 s polygonalni hranici lze vyjadiit jako sjednoceni kone¢ného poétu kon-
vexnich uzavienych oblasti s polygonalni hranici, které maji navzajem disjunktni
vnitiky.

Analogicka véta plati i v R® a ditkaz (jak v R?, tak R?) je ¢asti ditkazu mnohem
obecnéjsi véty (viz [Ki]).

V piipadé R? uvedené tvrzeni ve vétsing piipadii plyne z nazoru, protoze témér
kazdou ohrani¢enou uzavienou (obecné vicendsobné souvislou) dvojrozmérnou ob-
last © s polygondlni hranici lze snadno ztriangulovat (tj. rozdélit na koneény pocet
uzavienych trojuhelnika tak, Ze kazdé dva trojuhelniky jsou bud disjunktni, nebo
maji spoleény vrchol, nebo spolec¢nou stranu. Tvrzeni pak plyne z toho, ze kazdy
trojahelnik je konvexni.

C) Tvrzeni z ¢asti A) lze nyni snadno rozsitit na ptipad, ze €2 je ohrani¢end uza-
viena (obecné vicenasobné souvisld) dvojrozmérné oblast €2 s polygonalni hranici.
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Abychom to dokézali, vyjadfeme ) ve tvaru

a- %,

Jj=1

kde Ki,..., K, jsou uzaviené konvexni oblasti s navzajem disjunktnim vnitiky.
Hranici 0K kazdé této oblasti orientujme kladné (tj. proti smyslu chodu hodino-
vych rucicek). Podle ¢asti A) pak plati pro j € {1,...,n}:

P
// <@—a—>dxdy:/ Pdx + Qdy.
K; oz Jy K

Sectéme nyni tento vztah od j = 1 do j = n. Na levé strané pak dostaneme dvojny
integral pies polygonalni oblast Q a na pravé strané kiivkovy integral druhého
druhu ptes 02 (protoze kiivkové integraly pres usecky lezici uvnitf 2 se navzajem
vyrusi: po kazdé vnitini tsecce se integruje dvakrat, a to v opa¢nych smyslech).

D) V [Fi, Dodatek] je dokdzana pfistupnym zptisobem tato véta, jejiz dikaz je
metodickym zpracovanim nékterych vysledkti publikovanych v [Hel:

Necht ohranicend dvojrozmérnd oblast Q md po cédstech hladkou hranici (ve
smyslu Definice 87.1) bez bodi vratu. Potom lze kazdou funkci f(x,y) € C™(R)
prodlouZit do celé roviny R? se zachovdnim tridy.

E) Nyni jsme pfipraveni dokdzat Greenovu vétu v plné obecnosti. Aproximujme
proto danou oblast 2 néjakou oblasti £2;, s polygondlni hranici 02y, jejiz vrcholy lezi
na 2. Tato aproximace mize byt hruba; musi vsak mit tu vlastnost, Zze mnozina
ohranicenad kiivkami 92 a 0€2;, je sjednocenim konvexnich oblasti ve tvaru “sr-
pecki” (tj. dvojuhelnikt s jednou zakiivenou stranou, ktera je ¢asti d€2, a druhou

primou stranou, ktera je jednou z usecek, z kterych je slozena polygonalni hranice
0Qp,) — viz Obr. 37.4.

Podle ¢asti C) plati

// <%—8—P>dxdy=/ ﬁd:l:+@dy,
Qn Ox dy a0y,

kde P a CNQ jsou prodlouzeni funkci P a () podle véty z ¢asti D). Tento vztah muze
byt napsan ve tvaru

// (a—Q—a—P>dxdy: ﬁdx+édy+
Qn Ox dy a0
+/ ]Sd:r:—l—a)dy—/ ]Sd:r:—l—@dy.
aQy, a0
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Fig. 37.4 Aproximace 02 pomoci 0€)y,

Srpeckové oblasti lezici vneé (2, oznacime symboly G,:f , srpeckové oblasti lezici uvnitt
Qj, oznacime symboly G,;j. Plati

/ ﬁdx+é§dy—/ Pdz+Qdy =
aQy,

a0
:_Z/ ﬁdx+édy+2/ ﬁdx+@dy;
G J oG] G J9Gy,

hranice kazdé srpeckové oblasti je orientovana v kladném smyslu — odtud plyne
znaménko minus pfed prvnim sou¢tem na pravé strané vztahu (b). Podle Greenovy
véty pro konvexni oblast (viz ¢ast A) plati

~ ~ oQ 0P
8Gdea:+Qdy—//Gk (%_8—y> dzdy. (c)

Posledni vztah, ktery potfebujeme, méa tvar

//Qhﬁda:dy+2//G+.ﬁdxdy—Z//_.ﬁdxdyz//ﬂﬁdxdy, (d)

kde F := 0Q/0x — OP/0y. Kombinaci vatahi (a)—(d) dostaneme (37.1).
Na tomto ditkazu je prekvapivé, ze nepotiebujeme uzit zadny limitni prechod od
Qp k Q pro h — 0. To je mozné pouze v dvojrozmérném piipadé. [J

(b)
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37.3. Véta (divergencni tvar Greenovy véty). Necht jsou splnény predpo-
klady veéty P.2. Polozime-li P = —P,, 3Q) = P;, potom

o0

kde (n1,n2) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 0f).

Nacrt dikazu. Plati (zhruba feceno v prvni rovnosti)

/Pd:z:+Qdy:/ (Pd—x—l—Qdy)ds—/ (Pcosa+ @Qsina)ds =
89 oo \ ds ds 89

= / (Pysina — Py cosa) ds, (37.3)
a0

kde « je uhel, ktery svira te¢na k 02 (orientovana shodné s 9Q) s kladnym smérem
osy x. Nechf w je thel, ktery svird vnéjsi norméla k 992 s kladnym smérem osy zx.
Potom v bodé [z, y| plati (viz Obr. 37.4)

LT
oa=w+ -
27

takze
cosa = —sinw, sina = cosw. (37.4)

Dosazenim (37.4) do (37.3) a kombinaci ziskaného vztahu s (37.1), kde v levé strané
uzijeme znaceni P = —P,, () = Py, dostaneme vztah (37.2). O

Obr. 37.4

37.4. Oznaceni. V dalsim budeme téz znacit
x1:=x, x9:=1y (resp.z3=2).

Misto [[, budeme psét [, a misto dzdy jenom dX (= dzidz,). Vztah (37.2) ma

potom tvar
2

op,
Z / ZFax = Pyny, ds . (37.5)
Oz, k *Joq
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37.5. Véta (dusledek Greenovy véty). Necht jsou splnény predpoklady véty
37.2. Potom plati

dp.
ds — dX. 37.6
/ Jz; aszwpn] ’ / 8% ( )

Diikaz. Polozme v (37.5) P; = up a P; = 0, kde 4 # 7, a uzijme pravidlo pro
derivovani souc¢inu. [J

37.6. Poznamka. Vztah (37.6) se da také dokazat v pfipadé trojrozmérné ob-
lasti Q. V tomto pripadé pak symbol | o0 Wen; ds znamend plosny integral pres
plosnou hranici 8(2 Dﬁkazové technika je v trojrozmérném pripadé o mnoho slo—
t&jsi pOme a poznatky, které budeme potrebovat v kap. 38. Ostrogradského véta
ve tvaru Véty 37.6i.

37.6a. Definice. a) Rikdme, Ze bodova mnoZina S tvoii tisek plochy, ktery je
reguldrni vzhledem k souradné roviné (z, y), jestlize pro body [z,y, z] € S plati

z=f(z,y), [z,y] € Say (37.6a)

kde S, je jednoduse souvisla dvojrozmérna ohrani¢end uzaviend oblast lezici v rovi-
né (z,y), ktera je ohranic¢end jednoduchou, po ¢astech hladkou uzavienou kiivkou

OSzy, a [ + Szy — R Je realnd funkce spojitd na S,,, kterd ma spojité prvni
parcialni derivace f, = 8w’ [y = g—g: v Sgy (kde symbol Sy, znaci vnitfek S:,;y,

Spy = Smy 0S;y; tyto derivace nemuseji byt v .S, ohranicené). Uzavienou oblast
Swy nazyvame ortogonalnim primétem tseku S do roviny (z,y).
Mnozinu bodi [z, y, 2|, pro které plati

z=f(z,y), [z,y] € 0Suy,

nazyvame hranici iseku S a zna¢ime 05S.
b) Podobné fikdme, Ze bodova mnozina S tvoii Gsek plochy, ktery je reguldrni
vzhledem k soufadné roviné (z, z), resp. (y, z), jestlize pro body [z, y, z] € S plati

y=g(x,2), [r,2] €Sy, (37.6b)

resp.
=h(y,2), [y,2]€ Syz, (37.6¢)

kde uzaviené oblasti S,, S’yz a funkce g : Sy, — R, h: S’yz — R! maji analogické
vlastnosti jako uzaviena oblast S:,;y a funkce f : S:,;y — R'. Uzavfené oblasti S;, a
S, . nazgvidme ortogonalnimi priiméty tseku S do rovin (z,2) a (y, 2).
c¢) Misto pojmu tsek plochy budeme ¢asto uzivat jenom vyraz usek.
d) Rikdme, Ze S je regularni tsek, je-li S regularni vzhledem k alespoii jedné
souradné rovine.
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37.6b. Orientace normaly regularniho tseku. Necht (£,7) je ta z rovin
(z,9), (z,2), (y,2), viéi niz je tsek S regularni; v piipadé, Ze je tisek S regu-
larni viaéi vice soufadnym rovindm, zvolime za (£, 7) jednu z nich. Necht ( je ta ze
soufadnjch os z, y, z, kteréd je rtizné od & a 1. Nechf V je oblast, jejiz hranice OV
je valcova plocha s tidici kiivkou 0S¢, a povrchovymi pfimkami rovnobéznymi s
osou (. Usek S déli oblast V' na dvé ¢asti, které oznacime symboly V; a Vs (pofadi
¢islovani zalezi bud na nasi liboviili, nebo na povaze problému, s kterym orientace
norméaly souvisi). V kazdém bodé [z,vy,2] € S orientujeme jednotkovou normélu
W(x, y, 2) k tiseku S ve sméru z oblasti Vi do oblasti V5.

Je-li tisek S ¢asti hranice 9 oblasti Q, potom je definice orientace normély
jednodussi: Ve vSech bodech [z,y, 2] € S miii norméla W(m,y,z) bud ven z €,
nebo smérem do 2.

Uhel, ktery svira W(Jz,y,z) s osou x, resp. ¥y, resp. z budeme znadit a(z,y, z),
resp. f(x,y, z), resp. v(z,y, z), nebo strucéné «, resp. 3, resp. 7. Plati tedy

37.6c. Véta (o normale). a) Je-li tisek S reguldrni vzhledem k (x,y) a je
popsan vztahem (8.1), potom v kazdém bodé [x,y,z] € S (kde S znac¢i vnitiek S)
pro orientovanou jednotkovou normalu plati

€z

W(I‘,y, Z) = (_f:n(xvy)v _f’y(xvy)v 1)7

_Vh+ﬁﬂ%w+4ﬂ%y)

Ci strucnéji

W = c (_fmu _fy7 1)7
A1+ f24 f2

kde €, = 1, jestlize y(x,y,2) < § pro vSechny body [z,y,z] € S, ae, = —1,
jestlize v(x,y,z) > % pro vSechny body [x,y,z] € S. (Z (8.11) plyne, Ze v bodech
[z, y, 2] € S nemiize byt v(x,y,2) = T a Ze €, je pro vSechny vnitini body tseku S
stejné.)

b) Je-li tisek S reguldrni vzhledem k (x,z) a je popsdn vztahem (8.2), potom
v kazdém bodé [z,y, z] € S pro orientovanou jednotkovou norméalu plati

— €y
W= ——t——(—0gs, 1, —92),
VitgZ+g2 7 ’

kde e, = 1, jestlize (x,y,2) < 5 pro vsechny body [z,y,z] € S, aey, = —1, jestlize
B(z.y,z) > § pro vSechny body [z,y,z] € S.

c) Je-li isek S regularni vzhledem k (y,z) a je popsan vztahem (8.3), potom
v kazdém bodé [z, y, z] € S pro orientovanou jednotkovou normélu plati

W= fu (1, —hy, —hs),
1+ 12 + b2

kde e, = 1, jestlize a(x,y, z) < % pro vSechny body [z,y,z] € S, ae, = —1, jestliZe
a(z,y,z) > § pro vsechny body [z,y,z] € S.
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37.6d. Definice. a) Necht tsek S je regularni vzhledem ke vSem tfem souiad-
nym rovinam, necht 7(z,y, z) je jeho orientovand jednotkova normala a P,Q, R
funkce spojité na S. Klademe

//gP(a:,y,z) dydz == ¢, //g Z P(h(y, 2),y, z) dydz, (37.6d)

//_Q(a:,y, z) dedz = 6y/_ Q(x,g9(x, 2), z) dzdz, (37.6e)

// R(z,y, z)dxdy := ez/ R(z,y, f(z,y)) dedy. (37.6f)

Integraly (37.6d)—(37.6f) nazyvame praimétovymi plosnymi integraly nebo plosnymi
integraly druhého druhu.
b) Za stejnych predpokladu jako v a) oznacujeme:

J[(P9.2) dydz + Q. 2) dads + Ry, 2) dody) =
S

://gP(:L‘,y, 2) dydz—l—//gQ(:L',y,z) da:dz+//§R(3:,y,z) dzdy. (37.6g)

Neékdy se leva strana (37.6g) piSe ve tvaru

//_ P(z,y,2z)dydz + Q(z,y, z) dzdz + R(x,y, z) dedy.
S

37.6e. Definice. Rikame, ze tsek S méa vlastnost (R), splituje-li jednu ze tii
nasledujicich podminek:

a) tsek S je regularni vzhledem ke véem tiem soufadnicovym rovinam;

b) ortogonalni primét tseku S do jedné ze tif soufadnicovych rovin mé plo$nou
miru rovnu nule; vzhledem ke zbyvajicim dvéma soufadnicovym rovindm je tisek S
regularni;

c) dvé slozky vektoru 7(z, y, z) jsou rovny nule pro viechny body [z,v, 2] € S.

37.6f. V&ta. Necht tisek S m4 vlastnost (R), necht ii je jeho orientovana jed-
notkova normala a P, (), R jsou tii funkce spojité na S. Potom plati

//_(Pcosa+QcosB+Rcos*y)da:/_(dedz+dedz—|—Rdxdy).
S S

37.6g. V&ta. Necht tisek S je sjednocenim n tisekii s vlastnosti (R), které maji
navzajem disjunktni vnitfky, 1 je jeho orientovana jednotkovd normaéla a necht’
P, Q. R jsou tfi funkce spojité na S. Potom miizeme polozit

//_(P dydz + Q dzdz + Rdxdy) :=» //_ (Pdydz + Q dzdz + R dzdy).
S i1’ YS"
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37.6h. Definice. Rikame, 7e tisek S m4 vlastnost (R*), resp. vlastnost (R**),
jestliZe spliiuje podminky a) — ¢), resp. podminky a) — d), kde
a) usek S m4 vlastnost (R);
b) jsou-li
z:f(a:,y), y:g(l‘,Z), x:h(yvz)

funkce z analytickych vyjadieni tseku S vzhledem k jednotlivym soufadnicovym
rovindm, potom plati alespoii jedna ze tif relaci f € C?(Sygy), g € C%(Szz), h €
C?(Sy2);

c) je-li meassSs; > 0, potom je hranice 0.5, po ¢astech tiidy C? a nemd body
vratu;

d) alespon jedna z rovinnych oblasti gmy, Saz, §yz je hvézdnou oblasti. (Oblast
D je hvézdna, existuje-li alespoii jeden bod QQ € D s vlastnosti, Ze kazda polopiimka
vychéazejici z tohoto bodu protne hranici 9D pravé v jednom bodé.)

37.6i. Véta (Ostrogradskij). Necht Q je trojrozmérné uzaviena ohranicend
oblast, jejiz hranice OS2 nema body vratu a je sjednocenim kone¢ného poctu tuseki
s vlastnosti (R*), které maji navzajem disjunktni vnitfky. Necht funkce P, Q, R,
OP/0z, 0Q /0y, OR/0z jsou spojité a ohrani¢ené v néjaké ohranicené trojrozmérné
oblasti ﬁ, pro kterou plati Q O Q. Necht kone¢né norméla k 0N je orientovana tak,
ze miii ven z oblasti €). Potom plati

/// <ap 2Q gR)ddydz_/ (Pdydz + Q dzdz + Rdzdy). (37.6h)
z o0

Dtikaz této véty je uveden v kap. 21.

37.6j. Véta (divergenéni tvar Ostrogradského véty). Necht jsou splnény
predpoklady Véty 37.6i. Polozme P, = P, P, = (), P3; = R. Potom

aP P OP:
/// 1 2 a;) dzdydz = // (Piny + Pong + Psng)do (37.61)
[o19]

¢ili pfi znaceni ve stylu 37.4

[P
dX = Pyny d 37.6j
> | 5 z e do. (37.6)

Diikaz. Tvrzeni véty plyne z vét 37.6f, 37.6g a 37.61. [

37.6k. Véta (dusledek Ostrogradského véty). Necht jsou splnény predpo-
klady Véty 37.6i. Potom plati

/%fudX uon; da—/ua—vdX (37.6k)
8.7]_7 a0 330]

Dikaz. Polozme v (37.6)) P; = up a P; = 0, kde i # j, a uzijme pravidlo pro
derivovani sou¢inu. [
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37.7. Definice (C>(Q), suppu, C5°(Q2)). Necht Q C RY je ohrani¢en4 oblast,
jejiz hranice se skladé z kone¢ného poc¢tu hladkych ¢asti. Necht N = dim §2 a necht
C>®(RN) = £(RY) je lineél funkcei w(X), kde X = [z1,..., 2], které jsou spojité
véetné derivaci viech fadf v celém prostoru RV .

1) Symbolem C*°(2) budeme znadit lineal, ktery dostaneme restrikci funkci
z O (RY) na uzavienou oblast ).

2) Uzéavér mnoziny téch bodu oblasti 2, v nichz je u(X) # 0, nazyvame nosicem
funkce u(X) a znac¢ime supp u.

3) Oznac¢me dale symbolem C5°(Q) linearni prostor vSech funkci z C*°(Q), pro
néz plati u(X) = 0 v uréitém okoli hranice 92 (v obecném piipadé rizném pro rizné
funkce z C§°(Q2)). Pro kazdé u € C§°(12) je supp u uzaviend mnozina a supp u C €2,
takze suppu ma od hranice 0f) urc¢itou kladnou vzdalenost, protoze oblast €2 je
otevrend souvisld mnozina.

37.7a. Poznamka. Ptripominame, Ze nekoneéna mnozina M linedrniho nor-
movaného prostoru X se nazyvd kompaktni (v sobé), jestlize kazda posloupnost
{z,} C M obsahuje konvergentni podposloupnost v X (jejiz limita nalezi do M).
Dokazuje se, ze nutnou a postacujici podminkou pro to, aby mnozina M C X byla
kompaktni, je, aby z kaZdého pokryti mnoziny M otevrenymsi mnozinami bylo mozno
vybrat konecéné podpokryti.! Podle této nutné a postacujici podminky miizeme kaz-
dou kompaktni mnozinu supp ¢, kde ¢ € C§°(Q2), pokryt kone¢nym poctem otevie-
nych kruht (resp. otevienych kouli) K, ..., K, jejichz uzavéry lezi v 2, K; C
(j =1,...,m) (protoze pokryti otevienymi mnozinami je libovolné, 1ze za né zvolit
pokryti otevienymi kruhy (koulemi), jejichz pramér je mensi nez dist (9€2, supp ¢);
odtud plyne, ze K; C ). Ozna¢me

m
cover ¢ := U K;.
j=1

Plati supp ¢ C cover ¢. Z definice (kompaktniho) nosiée supp ¢ funkce ¢ plyne, Ze
©(X)=0 pro X € coverp — suppg.

Kromé této skutecnosti hranice d(cover ¢) mnoziny cover ¢ je po castech hladkd a
nemd body vratu. VSechny tyto skute¢nosti vyuzijeme v kap. 38 (konkrétné v dikazu
Lemmatu 38.5).

37.8. Piiklad (funkce z C§°(Q2)). Je-li N = 2 a je-li Q ¢tverec definovany
nerovnostmi —2 < x7 < 2, =2 < x5 < 2, je prikladem funkce s kompaktnim
nosic¢em v {2 funkce

e~ V(=123  pro 2?4+ 22 < 1,

— (37.14)
0 jinde v .

ulorvaz) = {

Pfimym vypoctem se snadno dokéze, ze funkce (37.14) ma v Q derivace vsSech

fadu, takze je predné u € C°(Q2). (Pro nazornost je na Obr.37.4 nakreslen fez

ITato podminka se nékdy bere piimo za definici kompaktni mnoziny. Takto pojata definice je
pak zaxiomatizovanim Heine-Borelovy véty.
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plochy (37.14) rovinou zz = 0.) Déle supp u je uzavieny kruh se stfedem v pocdtku
souradnic a polomérem rovnym jedné; jeho vzdalenost od hranice 9€2 ¢tverce (2 je
ziejmé kladna (rovna jedné; viz Obr. 37.5).

0.5 )

supp u

T2 1 | 1 2w ‘%%

Y |

Obr. 37.5 a Obr. 37.6

Dikaz turzeni, Ze funkce (37.14) ndlezi do C5°(§2). Pro lepsi piehled uzivejme v tomto dikazu
symbol z, resp. y, misto x1, resp. x2. V tomto znafeni m4 funkce (37.14) vyjadieni

u(w y) _ e—l/(l—mQ_yQ) pro $2 +y2 < 1, (a)
’ 0 jinde v £

Stac¢i dokdzat toto: Je-li A = [x4,y4] € IN libovolné zvoleny bod a blizime-li se z vnitiku Q po
libovolné cesté k A, tj.

(z,y) = (za,y4), (z,y) € Q,
potom limitni hodnota funkce u(x,y) a vSech jejich parcidlnich derivaci libovolného faddu je rovna

nule.
Piimym vypoctem snadno zjistime, ze pro (z,y) € 2 plati

1
u(z,y) = m: (b)

1 —2z 8u( ) = 1 —2y ©)
el/(1-22-y?) (1 - 22 —¢y2)2" Oy T = /0t y?) (1 — 22 —y2)2’ ¢

ou
%(ma y) —

Abychom ziskali jakysi fad pro vyjadfeni libovolné m-té parcidlni derivace funkce u(z,y), napiSme
jak %(w, y), tak g—Z(m, y) ve tvaru soucinu t¥ funkci

ou ou
a(l‘,y) =f1(m,y)f2(m,y)f3(m), 8_y(m’y) :fl(may)fQ(may)f?)(y)v (d)
kde 1 1
fi(z,y) = m, fa(z,y) = ma f3(§) = —2¢€. (e)
Podle pravidla o derivaci sou¢inu odtud dostaneme
82u( ) = 452 1 82 1
92 Y T 122 — )t el/(1—22—3%) | (1 - 22 — y2)3 el/(1—22—4?)
9 1 )
(1 — 22— y2)2 ot/ (1—a2—y?)’
0%y (@) = dxy 1 _ 8y 1 ()
Oxdy .Yy = (1 — 22 —y2)4 el/(1-22=1y2) (1 — 22 —y2)3 ¢1/(1-22—y?)’ &
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82u( - 492 1 8y? 1
o2 Y T U2 S )t/ T (1o — y2)P el /(e ) (h)
2 1

(1 — 22— y2)2 ot/ (1—a2—y?)’

Z (b), (c), (f) — (g) vidime, ze kazda parcidlni derivace (prozatim do druhého fadu vcetné) je soud-
tem konec¢ného poctu vyraza tvaru

P(w,y)f1(m,y)Gm(m,y), (1)
kde
1

P(z,y) = kz'y? (4,5, k €N), Gu(z,y) = =2 —g2)m

(meN) §)

a funkce fi1(z,y) je ddna vztahem (e1). Snadno je vidét, ze kazda parcidlni derivace je souétem
koneéného poctu vyrazu tvaru (i). Stacéi tedy dokazat, ze

P(m,y)fl(:l:,y)Gm(:l:,y) =0 ((.’IT,y) € Q) (k)

lim
(z,y)—=(zA,94)
Za tim UcCelem zavedeme polarni souradnice
T =rcosp, Yy =rsinp, 0]

které nam umozni napsat pravou stranu vztahu (k) ve tvaru

lim P(z,y)f1(z,y)Gm(z,y) = lim {P(rcose,rsing)Fn(r)}, (m)
(z,9)=(xa,y4) r—l-
oA
kde
1
—_r2\m
F(r) = 422207 ’”11 . (n)
el—r
Podle (m), (n) plati
1
—_pr2\ym
lim {P(rcosep,rsing)Fm(r)} = P(cospa,sings) lim % (o)
r—1— r—1— =2
oA el-r

Limitu stojici na pravé strané vztahu (o) snadno vypoéitdme pomoci m-nasobného uziti I'Hospi-
talova pravidla. Matematickou indukci zjistime, ze

1
1—r2)m
A=zr)™ T ™ 0. (p)

elfr2

lim
r—1—

Ze vztahi (m)—(p) plyne

lim D%u(z,y) =0 V|a| € Nu{o0},
(z,y)—=(zA,y4)
(z,y)€Q

¢imz je dtikaz tvrzeni, ze funkce (P.14) nalezi do C§°(€2), ukoncen. Zobecnéni ziskaného vysledku
pro N = 3 je (vzhledem k uziti polarnich soutadnic v diikazu) zfejmé. []
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38. ZOBECNENE DERIVACE. SOBOLEVOVY PROSTORY H¥(Q)

V této kapitole bude symbol  C RY zna¢it libovolnou ohranienou oblast (tj.
otevienou souvislou mnozinu), jejiz hranice 9 je po ¢astech hladkad ve smyslu
Definice P.1. Pripoustime vicenasobné souvislé oblasti.

38.1. Definice (multiindexové znaceni derivaci). Necht N = dim Q. Mul-
tiindexem rozumime N-rozmérny vektor, jehoz slozky jsou nezaporna cela ¢isla,

a=(a,...,ay), a3 >0,...,ay >0. (38.1)
Celé cislo
ol =a1+ -+ an
nazyvame délkou multiindexu. Symbol D“u definovany vztahem

olely
D= ————— (38.2)
aq aN
ox{™"...0zy
pak nazyvame derivaci v multiindexovém znaceni.

Piiklad. Pro N =2, a = (3,0) je

Doy = U ( bytetng komplikovans 3“)
= — [a ne zbytetn& komplikované ——— ) :
ox3 Y P 0x3029 /)’
pro N =2, a=(2,1) je
du
D = ———.
85[?%85[12

38.2. Definice. Nechtf k je celé nezdporné ¢islo. Kazdé dvojici u,v € C(Q)
pfifazujeme ¢islo (u,v) o dané vztahem

(w0)p0 =Y /DauD%dX, (38.3)
ol <k 7

kde sumace pfes |a| < k znamend, Ze je tfeba vycerpat vSechny navzadjem ruzné
vektory tvaru (38.1), pro néz plati |a| = a3 + -+ an < k.

Piiklad. V piipadé N = 2, k = 2 je tieba vycerpat vsSechny dvojrozmérné
multiindexy

takze z (38.2) a (38.3) dostaneme

ou Ov ou Ov
= X ———dX ———dX
(u,v)2.0 /qud +/Q 2. 07 d +/Q D2 02s dX +

0%u v 0%u 0% 0%u 9%v
— —=dX dX — = dX.
+/Q 0z? Ox3 * /Q 021019 011072 * /Q 0z3 dx3
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38.3. Lemma. Vztah (38.3) definuje na linedrnim prostoru C*(Q) skaldrni
soucin.

Diikaz. Prvni dvé vlastnosti skalarniho souc¢inu plynou z vlastnosti integralt a
derivaci:

/DauDavdx:/DavDaudx,
Q Q

/ D“(auy + bug)D*vdx = a/ D%u; D% dx + b/ D®us D% dx .
Q Q Q

Co se tyce treti vlastnosti skalarniho souéinu, je podle (38.3)

(U, u)g,0 = Z /Q(Do‘u)2 dz. (38.4)

la| <k

Zaroven je vidét, ze vztah (u,u)r .o = 0 plati pravé tehdy, kdyz kazdy ze séitanct
v (38.4) je roven nule; odtud zejména plyne

/u2dx:0,
Q

¢ili u(z) = 0 v Q (protoze u € C°(Q)), takZe i tieti vlastnost skalarniho soucinu
je plné splnéna. [

38.4. Definice. Zavedeme-li v linedlu C'*°(Q2) skalarni souéin (u,v)y,q dany
vztahem (38.3), dostaneme unitarni prostor, ktery oznac¢ime S%(€2) . Normu v S§(£2)
zavedeme obvyklym zptisobem

ko =/ (U, o Yu€ S5Q) (38.5)

a vzdalenost (metriku) vztahem

[[ul

o(u,v) == |lu—v|pa Yu,v e SEQ). (38.6)

Poznamka. Unitarni prostor S¥(€) je také lineArnim normovanym prostorem
a metrickym prostorem.

Poznamka. Pro &k = 0 dostavame skaldrni soucin, normu a metriku prostoru
LQ(Q)a tj~ .
(u,v)0,0 = (4,v) 1,0 VYu,v € CP(Q) atd. (38.7)

38.5. Lemma. Necht u € S§(2), kde hranice 0f) je po ¢astech hladkd (ve
smyslu Definice 37.1); tj. Q2 muze mit body vratu. Potom pro 1 < |a| < k plati

/goDaudX:(—l)|a|/uDacde Yo € C3°(Q). (38.8)
Q Q

146



Diikaz. Protoze oblast () miize mit body vratu, nelze na levou stranu vztahu
(38.8) primo aplikovat Greenovu vétu ¢i néktery z jejich dusledki. Podle vlastnosti
(kompaktniho) nosice (viz Definici 37.7 a Pozndmku 37.7a) vsak plati

/ eD%udX = eD%udX ,
Q cover @
kde cover ¢ C 2 je uzaviena oblast definovand v Poznamce 37.7a, jejiz hranice
d(cover ¢) je po ¢astech hladka (ve smyslu Definice 37.1) a nemé body vratu. Tedy
podle Véty 37.5 (dusledek Greenovy véty) pro kazdé j, kde 1 < j < N, plati (zde
N =2)

ou ou

—pdX = —@dX = U(pnds—/ u—dX =
Q 8*Tj cover ¢ axj d(cover ) ! cover @ ]

0
=— / ul? ax ,
protoze ¢ = 0 na 9d(cover ). Tim je vztah (38.8) dokazan v piipadé |a] = 1 a
N =2.
V pifipadé N = 3 uZijeme misto Véty 37.5 Vétu 37.6i (dtsledek Ostrogradského
véty)); jeji predpoklad je splnén: zde roli uzaviené oblasti Q piebira cover ¢ a v roli
oblasti 2 primo vystupuje oblast 2.

Protoze D®¢ = 0 na d(cover ¢) pro |a| > 0, dostaneme vztah (38.8) v obecném
pripadé opakovanim uzitého postupu. Napt., pro a = (1,1)

ou Oy du g
pnods— ———dr =—
d(cover ) 8561 cover @ 8561 8562 cover @

2 2
:—/ ua—wnld:s%—/ u(?(p dx:/ua(p dX,
d(cover ) Oxo cover @ 071022 Q 071072

coz je vztah (38.8) pro a = (1,1). Jak se postupuje v obecném ptipadé, je jiz
ziejmé. [

2
3u(de: @

q 011012 O0x1 0xa

Derivace funkci patficich do L2(f2) obecné nemaji v kazdém bodé oblasti Q2
(klasické) derivace. Vlastnost uvedena v Lemmatu 38.5 nas vSak vede k tomu,
abychom zavedli tuto definici:

38.6. Definice. Necht u € L2(Q) je libovolna funkce. Pokud existuje funkce
u(® € Ly(Q), kterd spliiuje vztahy

/ oul@ dX — (_1)|a|/ uD%%dX Vo e CC(Q), 1< |a] < k. (38.9)
Q Q

potom ji budeme nazyvat zobecnénou derivaci typu («) funkce u € Lo(£2).

38.7. Poznamka. Protoze u(® € Ly(Q), je u(® definovana na Q pouze téméef
véude, tj. miiZe existovat mnozina F,,, pro jejiz miru plati measy E,,, kde funkce u(®)
neni definovana. Tim se zobecnéna derivace odlisuje od klasické derivace: Klasicka
derivace je definovana bodové, kdezto zobecnéna derivace je definovana na oblasti
2 az na mnozinu miry nula.
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38.8. Vé&ta. Funkce u'® jsou jednoznacéné uréeny funkei u (ve smyslu prostoru
L (£2)).

Diikaz. Skuteénd, m&jme dvé funkce u, u € H*(S2), pro které plati u = u v Lo ().
Potom podle (38.9) plati

/ ou® dX = (1)l / uD®pdX Vo € CF(), 1< |a| <k,
Q Q

/ (@ dX = (_1)|°‘|/ uD%dX Ve e C(N), 1< |a| <k.
Q Q

Protoze u = u v L2(Q), dostdvame odectenim téchto dvou vztahi
/(u<a> — 4 Y)pdX =0 Vo e C(Q).
Q

Protoze lineadl C5°(Q2) je husty v Lo(Q2) (viz vétu 37.17), plyne odtud podle véty
37.19

@ =4l v Ly(Q)
pro kazdy multiindex «a (1 < |a| < k), coZ jsme chtéli dokazat. [J

38.9. Oznaceni. Vzhledem k vlastnosti uvedené ve Vété 38.8 budeme znacit
zobecnéné derivace u(® funkce u stejné jako klasické derivace symbolem D®u (viz

(38.2)).

38.10. Definice. Necht 2 C RV zna¢i libovolnou ohrani¢enou oblast, jejiz hra-
nice 09 se skladd z konecného poctu hladkych &4sti.? Symbolem HF() (nebo
obsirn&ji H*2(Q)) budeme znacit normovany prostor funkci u € Lo(Q), které maji
zobecnéné derivace u(®) = D% € Ly(Q)% pro viechna |a| < k, s normou || - ||x.q-
Tento prostor budeme nazyvat Sobolevovym prostorem.

Uvedeme nyni bez ditkazu dvé dilezité vlastnosti Sobolevovych prostort H” ().
38.11. Vé&ta. Sobolevovy prostory H¥(Q) jsou tipIné.

38.12. Véta. Necht oblast 2 ma spojitou hranici ve smyslu Necase (tj. jsou
pripustné body vratu, nikoliv vSak fezy. Potom linedrni prostor C*(Q) = Eg(RY)
je husty v H*(Q) pro kazdé k € N. (Pfipomindme, %e Eg5(RY) oznacuje line-
arni prostor restrikci funkci, které nalezeji do £(RY), na uzavienou oblast Q, kde
E(RYN) je linedrni prostor funkci definovanych na RN a nekone¢né mnohokrat spo-
jité diferencovatelnych.)

Uvedeme nyni jeden piiklad funkce, kterd nélezi do H'(f2), ale nema ve vsech
bodech oblasti €2 klasické derivace prvniho radu. Za¢neme definici:

2Tedy nepozadujeme, aby 9Q byla po ¢astech hladka ve smyslu Definice P.1.
3tj. funkce u(®), které spliiuji vztah (38.9)
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38.13. Definice. Rikdme, 7e funkce f(x1,...,zy) je po ¢astech spojitd v ohrani-

cené oblasti €2, jestlize existuje konec¢ny pocet oblasti €24, ..., €, s vlastnostmi
m
:UQJ" QN =0 (r#s rs=1,...,m), (38.10)
j=1

ve kterych je funkce f(z1,...,zN) spojita.

38.14. Lemma. Necht () je ohranic¢ena N-rozmérna oblast s po ¢astech hladkou
hranici 0Q, kterd nema body vratu. Necht funkce w € C°(Q) ma po &astech spojité
a ohranicené prvni derivace v ). Necht podoblasti Q1, ..., ,,, ve kterych jsou deri-
vace Ow/dx, (r =1,...,N) spojité, maji po ¢astech hladké hranice 01, ..., 00,
které nemaji body vratu. Potom w € W4 (Q), pficemZ zobecnéné prvni derivace
Ow/0x,, které nalezeji do L2(Q), jsou v kazdé podoblasti ; (j =1,...,m) rovny
klasickym derivacim Ow/0z, (r =1,...,N).

D1iikaz. Necht W(Q]) je jednotkova vnéjsi normala podoblasti ; (7 =1,...,m)
an()i,...,n(;)n jeji slozky. Protoze

() = -7 (Q) (38.11)

na spolecné ¢asti hranic uzavienych oblasti ﬁp, ﬁq (viz Obr. 38.1), dostaneme po-
moci véty 37.5 (tj. disledku Greenovy véty) pro funkci

ow
o0x,

gr(z) = (), z€Q; (j=1,...,m),

kde dw/0x, je klasickd derivace, postupné tyto vztahy:

fveon =5, Boar =5 ([ wovts [ w3 ax)

B Dy Oy
—/aﬁw(pn,nds—/Q oz, dX = — / 3 dX Ve e Cy(Q),

kde n, oznacuje r-tou slozku jednotkové vnéjsi normaly k 0€2. (T¥eti rovnost plyne
z toho, Ze ve vnitiku  se podle (38.11) kfivkové integraly na spoleénych ¢astech

hranic 09, 9Q, rusi — viz Obr. 38.1.) Tedy g1, . . ., gn jsou prvni zobecnéné derivace
funkce w, protoze jsou téz ohranicené:
Pocet m podoblasti €4,...,€,, je koneény, takze z ohranicenosti a spojitosti

derivaci Ow/0z, v Q; (j =1,...,m) plyne

/grdX Z/ (axT>2dX<oo (r=1,...,N).

Tedy g, € L2(Q). O
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Obr. 38.1 a Obr. 38.2

V Disledku 38.16 uvedeme funkce, které vyhovuji podminkdm Lemmatu 38.14 a
které se uzivaji v metodé konecnych prvkia. Tim se ukdze vyznam Lemmatu 38.14
pro tuto metodu. Nejprve vSsak musime zavést v Definici 38.15 pojem triangulace
oblasti.

38.15. Definice. Necht ohrani¢end oblast  C R? m4 polygonalni hranici. Mno-
Zina o B
T={T1,Ts,...,T)}
sestavajici z kone¢ného poctu uzavienych trojthelnikit T'; se nazgva triangulac
oblasti Q, jestlize spliiuje tyto dvé podminky:

a) plati
p— p p—
0= U Tj :
j=1

b) libovolné dva trojthelniky T;,T; € T jsou bud disjunktni, nebo maji spole¢ny
vrchol, nebo spole¢nou stranu (viz Obr. 38.2).

38.16. Duisledek. Necht T je triangulace ohrani¢ené uzaviené oblasti Q2 s poly-
gonalni hranici 9. Necht funkce w € C°(2) je polynomem na kaZdém trojihelniku
triangulace T. Potom w € H'(Q). Kromé toho, ve vnitiku T; kazdého trojihelnika
T; € T je zobecnénd derivace Ow/dx; rovna klasické derivaci dw/dz; (i = 1,2).

Nyni se zminime o Sobolevovych prostorech H*:?(Q). Pro zékladni aplikace jsou
prostory H¥ () dostateéné. Nicméné, je vhodné zminit se také o prostorech H*?(Q)
(1 < p < 00), jejichz ¢asteénym piipadem pro p = 2 jsou prostory H*(Q).

38.17. Definice. Necht Q2 je ohrani¢ena N-rozmérnd oblast s po ¢astech hladkou
hranici 9Q (v ptipadé N = 2 ve smyslu Definice 37.1). Symbol H*?(Q) oznacuje
normovany prostor funkci v € L,(2), které maji zobecnésné derivace D%u € L, (2)
pro vSechna || < k. Norma je definovana v tomto prostoru vztahem

1
[l g ) = ||U||k,p,fz={ > /QlDaUV’dX} :

la| <k
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39. MOTIVACE: PREVEDENI OKRAJOVEHO PROBLEMU ELIPTICKE
PARCIALNI DIFERENCIALNT ROVNICE NA VARIACN{ FORMULACI

Uvazujme tento okrajovy problém pro Poissonovu rovnici:

~Au=f in QcCR?, (39.1)
u=u only, (39.2)
ou
o, =4 on Iy, (39.3)
kde 92 92
U U = =
Auza—l.% 8—1'%7 F]_UF2:aQ (Flﬂr2:®)
a f,u,q jsou dané funkce. Vyraz
ou ou ou

ou _ou L 9U 4
on &Ulnl 8.7]2”2 (39.4)

je derivace funkce u podle jednotkové vnéjsi normaly n = (n1, n2).
Nasobme rovnici (39.1) libovolnou funkci v € V', kde

V={veH Q) :v=0 naly} (39.5)

a integrujme vysledek pres (2:

—/QvAudX:/Qvde. (39.6)

Greenova véta (see P.5) aplikovana na integral na levé strané vztahu (39.6) dava
0%u  0%u
_ — 4+ —)dX =
/Q”(axf * 81:%) d
0 ou 0 ou Ou Ov Ju Ov
/Q{a.rl (08x1>+8x2 (v&vQ)}d +/Q<6a:1 8x1+8x28x2>d
ou ou ou Ov Ou Ov
= — — — d dX.

/QQU<85L‘1n1+ 85[?2”2) 8—}—/{2 (8([}1 85[11 + 85[12 85[?2)

Podle (39.4), (39.5) a (39.3) plati

ou ou ou
/(991)(8—1:1711—1_3—332”2) ds-/aﬂva—nd,s’—/FQqus.

Tedy vztah (39.6) muze byt psan ve tvaru

ou Ov ou Ov
/Q <8:L‘1 0z * 0xa 8x2> dX = /Qvf dX + /1‘2 vgds. (39.7)

Dospéli jsme k tomuto problému: Nalézt funkci u, ktera splnuje okrajovou pod-
minku (39.2) a vyhovuje integralnimu vztahu (39.7) pro vSechny funkce v € V' (viz
(39.5)). O
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