
Úlohy k pro
vièování textu o univerzální algebøeÈíslo za pomlèkou v oznaèení úlohy je èíslo kapitoly textu, která je úlohoupro
vièovaná. Ka¾dá úloha je vyøe¹ena o nìkolik stránek pozdìji.Kontrolní otázky - zadáníOdpovìzte, zda uvedené tvrzení je pravdivé.[K1 -1℄ ano - ne Obsahuje-li typ 
 alespoò jeden nulární operaèní symbol, pakje ka¾dá 
-algebra neprázdná.[K2 -1℄ ano - ne Obsahuje-li typ 
 alespoò jeden unární operaèní symbol, pakje ka¾dá 
-algebra neprázdná.[K3 -2℄ ano - ne Mno¾ina v¹e
h podalgeber dané univerzální algebry A typu 
uspoøádaná inkluzí tvoøí úplný svaz.[K4 -2℄ ano - ne Slo¾ením homomor�smù 
-algeber je opìt homomor�smus
-algeber.[K5 -3℄ ano - ne Projek
e ze souèinu 
-algeber je surjektivní homomor�smus
-algeber.[K6 -3℄ ano - ne Souèin 
-algeber pøes prázdnou mno¾inu indexù je prázdná
-algebra.[K7 -4℄ ano - ne Jádro homomor�smu 
-algeberA! B je podalgebra 
-algebryA.[K8 -4℄ ano - ne Projek
e z 
-algebry na faktorovou algebru je surjektivníhomomor�smus 
-algeber.[K9 -4℄ ano - ne Ka¾dá kongruen
e na 
-algebøe A je jádrem vhodného homo-mor�smu 
-algeber vy
házejí
ího z 
-algebry A.[K10 -5℄ ano - ne Jestli¾e typ 
 nebsahuje ¾ádný nulární operaèní symbol, pakneexistuje ¾ádný nulární term typu 
.[K11 -5℄ ano - ne Jestli¾e typ 
 nebsahuje ¾ádný unární operaèní symbol, pakneexistuje ¾ádný unární term typu 
.[K12 -6℄ ano - ne Ka¾dá varieta 
-algeber je neprázdná. [Do ka¾dé variety 
-algeber patøí v¹e
hny jednoprvkové 
-algebry.℄[K13 -6℄ ano - ne Pro libovolný typ 
 tvoøí tøída v¹e
h 
-algeber varietu 
-algeber.[K14 -6℄ ano - ne Pro libovolný typ 
 tvoøí tøída v¹e
h jednoprvkový
h 
-algebervarietu 
-algeber.[K15 -7℄ ano - ne Pro ka¾dý typ 
 je volná 
-algebra generovaná prázdnoumno¾inou koneèná 
-algebra.



[K16 -7℄ ano - ne Pro ka¾dý typ 
 je volná 
-algebra generovaná prázdnoumno¾inou nekoneèná 
-algebra.[K17 -8℄ ano - ne Pro ka¾dou varietu V typu 
 platí: libovolná rovnost typu 
platí ve volné algebøe F (V ) variety V právì tehdy, kdy¾ tato rovnost platív ka¾dé 
-algebøe variety V .Úlohy - zadání[Ú1 -2℄ Je dán typ 
 = f?g, kde ? je unární operaèní symbol. Uva¾me 
-algebruZ (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je odpovídají
íopera
e de�nována takto: pro libovolné a 2 Z klademea? =8<: a� 1 pro a > 0,0 pro a = 0,a+ 1 pro a < 0.(a) Popi¹te v¹e
hny podalgebry 
-algebry Z.(b) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem '(a) = 1�apro libovolné a 2 Z je homomor�smus 
-algeber.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú2 -3℄ Je dán typ 
 = f�; 0g, kde � je nulární a 0 unární operaèní symbol. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: �Z = 0 a pro libovolné x 2 Zklademe x0 = x+ 1.(a) Urèete v¹e
hny podalgebry této 
-algebry.(b) Popi¹te souèin dvou kopií této 
-algebry, tj. 
-algebru Z�Z.(
) Popi¹te v¹e
hny homomor�smy 
-algeber Z! Z.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú3 -4℄ Je dán typ 
 = ffg, kde f je unární operaèní symbol. Uva¾me 
-algebruZ (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je odpovídají
íopera
e fZde�nována takto: pro libovolné a 2 Z klademe fZ(a) = jaj�10,kde jaj znaèí obvyklou absolutní hodnotu 
elého èísla a.(a) Popi¹te podalgebru hf�53gi generovanou jednoprvkovou podmno¾i-nou f�53g v 
-algebøe Z.(b) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z ! Z urèené pøedpisem '(x) =x + 1, kde + znaèí obvyklé sèítání 
elý
h èísel, je homomor�smem
-algeber.(
) De�nujme rela
i � na Z takto: pro libovolné a; b 2 Z klademe a � b,právì kdy¾ rozdíl a � b je dìlitelný deseti. Rozhodnìte, zda � jekongruen
e na 
-algebøe Z.Svá tvrzení zdùvodnìte.



[Ú4 -7℄ Je dán typ 
 = f�; 0g, kde � je nulární a 0 unární operaèní symbol. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: �Z= 0 a pro libovolné li
hé x 2 Zklademe x0 = 1 a pro libovolné sudé x 2 Z klademe x0 = 0 .(a) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem '(x) = x2je homomor�smem 
-algeber.(b) Urèete, pro které M � Z tvoøí M podalgebru 
-algebry Z.(
) Popi¹te volnou 
-algebru generovanou prázdnou mno¾inou.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú5 -7℄ Je dán typ 
 = f?; 0g, kde ? i 0 jsou unární operaèní symboly. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: pro libovolné a 2 Z klademea0 = �a; a? = 8<: a+ 1 pro a > 0,0 pro a = 0,a� 1 pro a < 0.(a) Popi¹te v¹e
hny podalgebry 
-algebry Z.(b) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem'(a) =8<: a� 1 pro a 2 Z, a > 0,0 pro a = 0,a+ 1 pro a 2 Z, a < 0:je homomor�smus 
-algeber.(
) Popi¹te volnou 
-algebru generovanou prázdnou mno¾inou.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú6 -7℄ Je dán typ 
 = f?g, kde ? je unární operaèní symbol. Uva¾me 
-algebruZ (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je odpovídají
íopera
e de�nována takto: pro libovolné a 2 Z klademea? = a+ (�1)a:(a) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem '(a) = 1�apro libovolné a 2 Z je homomor�smus 
-algeber.(b) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V urèené teorií fx??1 =x1g.(
) Popi¹te volnou 
-algebru F3(V ) variety V generovanou mno¾inoufx1; x2; x3g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú7 -7℄ Je dán typ 
 = f�; 0g, kde � je nulární a 0 unární operaèní symbol. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: �Z= 0 a pro libovolné li
hé x 2 Zklademe x0 = 1 a pro libovolné sudé x 2 Z klademe x0 = 0 .



(a) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V typu 
 urèené teoriífx001 = �g.(b) Popi¹te volnou algebru typu 
 generovanoumno¾inou fx1; x2; x3; x4g.(
) Popi¹te volnou algebru variety V generovanou mno¾inou fx1; x2; x3;x4g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú8 -7℄ Je dán typ 
 = f?; 0g, kde ? i 0 jsou unární operaèní symboly. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: pro libovolné a 2 Z klademea0 = jaj; a? = (�1)a � a:(a) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem'(a) = �aje homomor�smus 
-algeber.(b) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V urèené teorií fx??1 =x1; x001 = x01; x?10 = x01g.(
) Urèete poèet prvkù volné 
-algebry F1(V ) variety V generovanémno¾inou fx1g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú9 -7℄ Je dán typ 
 = fn; gg, kde n je nulární a g unární operaèní symbol.Oznaème mno¾iny A = f1; 2; 3; 4; 5g and B = f6; 7; 8g. Polo¾menA = gA(1) = gA(2) = 3; gA(3) = gA(4) = 5; gA(5) = 4;a nB = gB(6) = 7; gB(7) = gB(8) = 8:Tím jsme vytvoøili 
-algebry A, B. Uva¾me teoriiT = fg(g(g(x1))) = g(n)ga varietu V typu 
 urèenou teorií T .(a) Rozhodnìte, zda 
-algebra A patøí do V .(b) Rozhodnìte, zda 
-algebra B patøí do V .(
) Popi¹te volnou algebru F0(V ) variety V generovanou prázdnou mno-¾inou.(d) Popi¹te volnou algebru F1(V ) variety V generovanou mno¾inou fx1g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú10 -7℄ Je dán typ 
 = fng, kde n je unární operaèní symbol. Je dána 
-algebraZ (tj. jejími prvky jsou tedy právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je unárníopera
e nZ de�nována pøedpisem: nZ(a) = a+1 pro libovolné a 2 Z (kde+ znaèí obvyklé sèítání). Dále je dána 
-algebra A = f4;
g s unárníopera
í nA de�novanou takto: nA(
) = 4, nA(4) = 
. Uva¾me teoriiT = fn(n(n(n(x1)))) = x1g a varietu V typu 
 urèenou teorií T .



(a) Rozhodnìte, zda existuje homomor�smus 
-algebry Z do 
-algebryA.(b) U obou 
-algeber A a Z rozhodnìte, zda patøí do V .(
) Popi¹te volnou algebru F0(
) typu 
 generovanou prázdnou mno¾i-nou.(d) Popi¹te volnou algebru F1(V ) variety V generovanou mno¾inou fx1g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú11 -7℄ Je dán typ 
 = fng, kde n je unární operaèní symbol. Je dána 
-algebraZ (tj. jejími prvky jsou tedy právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je unárníopera
e nZ de�nována pøedpisem: nZ(a) = a� 1 pro libovolné a 2 Z (kde� znaèí obvyklé odèítání). Dále je dána 
-algebra A = f4;
g s unárníopera
í nA de�novanou takto: nA(
) = 4, nA(4) = 
. Uva¾me teoriiT = fn(n(n(x1))) = n(x1)g a varietu V typu 
 urèenou teorií T .(a) Rozhodnìte, zda existuje homomor�smus 
-algebry A do 
-algebryZ.(b) U obou 
-algeber A a Z rozhodnìte, zda patøí do V .(
) Popi¹te volnou algebru F1(
) typu 
 generovanou mno¾inou fx1g.(d) Popi¹te volnou algebru F2(V ) variety V generovanoumno¾inou fx1; x2g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ú12 -7℄ Je dán typ 
 = fng, kde n je unární operaèní symbol. Je dána 
-algebraZ (tj. jejími prvky jsou tedy právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je unárníopera
e nZ de�nována pøedpisem: pro libovolné a 2 Z klademenZ(a) = 8<: 1 pro a > 1,0 pro �1 � a � 1,�1 pro a < �1.Dále jsou dána zobrazení f : Z ! Z a g : Z ! Z pøedpisy f(a) = 3a,g(a) = a2 (kde u¾ité opera
e ve výraze
h znaèí obvyklé opera
e s 
e-lými èísly). Ne
h» varieta V1 typu 
 je urèená teorií T1 = fn(n(n(x1))) =n(n(x1))g a varieta V2 typu 
 je urèená teorií T2 = fn(n(x1))) = n(n(x2))gtypu 
.(a) Rozhodnìte, zda zobrazení f je homomor�smem 
-algeber.(b) Rozhodnìte, zda zobrazení g je homomor�smem 
-algeber.(
) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V1.(d) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V2.(e) Popi¹te volnou algebru F1(V1) variety V1 generovanoumno¾inou fx1g.(f) Popi¹te volnou algebru F1(V2) variety V2 generovanoumno¾inou fx1g.(g) Rozhodnìte, zda variety V1 a V2 jsou stejné.Svá tvrzení zdùvodnìte.



Kontrolní otázky - øe¹ení[K1 -1℄ ano Obsahuje-li typ 
 alespoò jeden nulární operaèní symbol, pak jeka¾dá 
-algebra neprázdná. [Plyne pøímo z de�ni
e.℄[K2 -1℄ ne Obsahuje-li typ 
 alespoò jeden unární operaèní symbol, pak je ka¾dá
-algebra neprázdná. [Pro ka¾dý typ, který neobsahuje ¾ádný nulární ope-raèní symbol, existuje prázdná 
-algebra.℄[K3 -2℄ ano Mno¾ina v¹e
h podalgeber dané univerzální algebry A typu 
 uspo-øádaná inkluzí tvoøí úplný svaz. [Jde o jeden z dùsledkù vìty 2.1.℄[K4 -2℄ ano Slo¾ením homomor�smù 
-algeber je opìt homomor�smus 
-algeber.[Jde o vìtu 2.2.℄[K5 -3℄ ne Projek
e ze souèinu 
-algeber je surjektivní homomor�smus 
-algeber.[Proto¾e 
-algebry mohou být i prázdné, nemusí být obe
nì projek
e zesouèinu surjektivní, uva¾te souèin prázdné 
-algebry s neprázdnou 
-al-gebrou a projek
i z tohoto souèinu do oné neprázdné 
-algebry.℄[K6 -3℄ ne Souèin 
-algeber pøes prázdnou mno¾inu indexù je prázdná 
-algebra.[Souèin 
-algeber pøes prázdnou mno¾inu indexù je v¾dy jednoprvková 
-algebra. Toto tvrzení nemohlo být pravdivé i proto, ¾e v pøípadì, kdy typ
 obsahuje alespoò jeden nulární operaèní symbol, je ka¾dá 
-algebra ne-prázdná.℄[K7 -4℄ ne Jádro homomor�smu 
-algeber A ! B je podalgebra 
-algebry A.[Podle de�ni
e je jádrem homomor�smu 
-algeber A! B kongruen
e na
-algebøe A.℄[K8 -4℄ ano Projek
e z 
-algebry na faktorovou algebru je surjektivní homomor-�smus 
-algeber. [Plyne z vìty 4.3 - viz de�ni
i projek
e.℄[K9 -4℄ ano Ka¾dá kongruen
e na 
-algebøe A je jádrem vhodného homomor-�smu 
-algeber vy
házejí
ího z 
-algebry A. [Jde o dùsledek vìty 4.3.℄[K10 -5℄ ano Jestli¾e typ 
 nebsahuje ¾ádný nulární operaèní symbol, pak ne-existuje ¾ádný nulární term typu 
. [Plyne pøímo z de�ni
e termu.℄[K11 -5℄ ne Jestli¾e typ 
 nebsahuje ¾ádný unární operaèní symbol, pak neexistuje¾ádný unární term typu 
. [Pro libovolný typ je x1 unární term.℄[K12 -6℄ ano Ka¾dá varieta 
-algeber je neprázdná. [Do ka¾dé variety 
-algeberpatøí v¹e
hny jednoprvkové 
-algebry.℄[K13 -6℄ ano Pro libovolný typ 
 tvoøí tøída v¹e
h 
-algeber varietu 
-algeber.[Jde o varietu 
-algeber urèenou prázdnou teorií.℄[K14 -6℄ ne Pro libovolný typ 
 tvoøí tøída v¹e
h jednoprvkový
h 
-algeber vari-etu 
-algeber. [Nebsahuje-li typ 
 ¾ádný nulární operaèní symbol, existujei prázdná 
-algebra, ve které platí v¹e
hny rovnosti typu 
, a tedy patøído ka¾dé variety 
-algeber.℄



[K15 -7℄ ne Pro ka¾dý typ 
 je volná 
-algebra generovaná prázdnou mno¾i-nou koneèná 
-algebra. [Obsahuje-li napøíklad typ 
 nekoneènì mnohonulární
h operaèní
h symbolù, je volná 
-algebra generovaná prázdnoumno¾inou nekoneèná.℄[K16 -7℄ ne Pro ka¾dý typ 
 je volná 
-algebra generovaná prázdnou mno¾inounekoneèná 
-algebra. [Obsahuje-li typ 
 jen nulární operaèní symboly, jenosnou mno¾inou volné 
-algebry generované prázdnou mno¾inou právìtyp 
.℄[K17 -8℄ ano Pro ka¾dou varietu V typu 
 platí: libovolná rovnost typu 
 platí vevolné algebøe F (V ) variety V právì tehdy, kdy¾ tato rovnost platí v ka¾dé
-algebøe variety V . [Viz poznámku za vìtou 8.6 (tj. na kon
i textu).℄Úlohy - øe¹ení[Ú1 -2℄ Je dán typ 
 = f?g, kde ? je unární operaèní symbol. Uva¾me 
-algebruZ (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je odpovídají
íopera
e de�nována takto: pro libovolné a 2 Z klademea? =8<: a� 1 pro a > 0,0 pro a = 0,a+ 1 pro a < 0.(a) Popi¹te v¹e
hny podalgebry 
-algebry Z.(b) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem '(a) = 1�apro libovolné a 2 Z je homomor�smus 
-algeber.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Podalgebry jsou podmno¾iny uzavøené na opera
i ?, je to tedy 
elé Z,prázdná mno¾ina a pro ka¾dá dvì nezáporná 
elá èísla m;n mno¾iny fa 2Z; �m � a � ng, fa 2 Z; a � ng, fa 2 Z; �m � ag. Platí '(1)? = 0? =0, kde¾to '(1?) = '(0) = 1, proto ' není homomor�smus 
-algeber.℄[Ú2 -3℄ Je dán typ 
 = f�; 0g, kde � je nulární a 0 unární operaèní symbol. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: �Z = 0 a pro libovolné x 2 Zklademe x0 = x+ 1.(a) Urèete v¹e
hny podalgebry této 
-algebry.(b) Popi¹te souèin dvou kopií této 
-algebry, tj. 
-algebru Z�Z.(
) Popi¹te v¹e
hny homomor�smy 
-algeber Z! Z.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Ka¾dá podalgebra musí obsahovat �Z= 0 a s ka¾dým svým prvkem i èíslo ojedna vìt¹í, tedy podalgebry jsou právì mno¾iny Mn = fx 2 Z; x � ng, kden probíhá mno¾inu nekladný
h 
elý
h èísel (tj. n 2 Z, n � 0). Souèin dvoukopií 
-algebry Z je 
-algebra Z�Z (tj. na mno¾inì v¹e
h uspoøádaný
h



dvoji
 
elý
h èísel), kde jsou opera
e de�novány takto: �Z�Z= (0; 0) a proka¾dé (x; y) 2 Z�Z je (x; y)0 = (x+ 1; y + 1). Homomor�smus Z! Z jezobrazení ' : Z! Z splòují
í '(�Z) = �Z, tedy '(0) = 0, a také pro ka¾déx 2 Z splòuje '(x0) = '(x)0, tj. '(x + 1) = '(x) + 1. Snadno se doká¾einduk
í, ¾e pak '(x) = x:1. Dokazované platí pro x = 0.2. Pøedpokládejme, ¾e n je pøirozené èíslo takové, ¾e dokazované platí pron � 1, tj. je '(n � 1) = n � 1, a doka¾me tvrzení pro n. Pak '(n) ='((n� 1) + 1) = '(n� 1) + 1 = n� 1 + 1 = n.3. Pøedpokládejme, ¾e n je pøirozené èíslo takové, ¾e dokazované platí pro�(n� 1), tj. je '(1�n) = 1� n, a doka¾me tvrzení pro �n. Pak 1� n ='(1� n) = '(�n+ 1) = '(�n) + 1. Odeètením 1 dostaneme potøebné.Jediným homomor�smem 
-algeber Z! Z je tedy identita.℄[Ú3 -4℄ Je dán typ 
 = ffg, kde f je unární operaèní symbol. Uva¾me 
-algebruZ (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je odpovídají
íopera
e fZde�nována takto: pro libovolné a 2 Z klademe fZ(a) = jaj�10,kde jaj znaèí obvyklou absolutní hodnotu 
elého èísla a.(a) Popi¹te podalgebru hf�53gi generovanou jednoprvkovou podmno¾i-nou f�53g v 
-algebøe Z.(b) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z ! Z urèené pøedpisem '(x) =x + 1, kde + znaèí obvyklé sèítání 
elý
h èísel, je homomor�smem
-algeber.(
) De�nujme rela
i � na Z takto: pro libovolné a; b 2 Z klademe a � b,právì kdy¾ rozdíl a � b je dìlitelný deseti. Rozhodnìte, zda � jekongruen
e na 
-algebøe Z.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Platí hf�53gi = f�53; 43; 33; 23; 13; 3;�7;�3g. Zobrazení ' není homo-mor�smem 
-algeber, nebo» napøíklad '(fZ(�1)) = '(�9) = �8 6= �10 =fZ(0) = fZ('(�1)). Rela
e � není kongruen
e na 
-algebøe Z, nebo» na-pøíklad 4 � �6, av¹ak fZ(4) = �6 6� �4 = fZ(�6).℄[Ú4 -7℄ Je dán typ 
 = f�; 0g, kde � je nulární a 0 unární operaèní symbol. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: �Z= 0 a pro libovolné li
hé x 2 Zklademe x0 = 1 a pro libovolné sudé x 2 Z klademe x0 = 0 .(a) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem '(x) = x2je homomor�smem 
-algeber.(b) Urèete, pro které M � Z tvoøí M podalgebru 
-algebry Z.(
) Popi¹te volnou 
-algebru generovanou prázdnou mno¾inou.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Platí '(�Z) = '(0) = 02 = 0 = �Z, pro libovolné li
hé 
elé èíslo a je i a2li
hé, tedy '(a0) = '(1) = 12 = 1 = (a2)0 = '(a)0, pro libovolné sudé a jei a2 sudé, a proto '(a0) = '(0) = 02 = 0 = (a2)0 = '(a)0. Je tedy ' ho-momor�smus 
-algeber. Podalgebra je libovolná podmno¾ina M mno¾iny



Z, která obsahuje �Z a s ka¾dým a 2M té¾ je a0 2M . Podalgebrami jsoutedy právì v¹e
hny podmno¾iny mno¾iny v¹e
h sudý
h èísel obsahují
í 0a v¹e
hny podmno¾iny mno¾iny v¹e
h 
elý
h èísel obsahují
í 0 i 1. Volnáalgebra typu 
 generovaná prázdnou mno¾inou je podle de�ni
e algebraF0(
) v¹e
h 0-ární
h termù typu 
, tj.F0(
) = f�; �0; �00; �000; : : : g;kde je unární opera
e 0 de�nována takto: k libovolnému termu pøipí¹e apo-strof.℄[Ú5 -7℄ Je dán typ 
 = f?; 0g, kde ? i 0 jsou unární operaèní symboly. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: pro libovolné a 2 Z klademea0 = �a; a? = 8<: a+ 1 pro a > 0,0 pro a = 0,a� 1 pro a < 0.(a) Popi¹te v¹e
hny podalgebry 
-algebry Z.(b) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem'(a) =8<: a� 1 pro a 2 Z, a > 0,0 pro a = 0,a+ 1 pro a 2 Z, a < 0:je homomor�smus 
-algeber.(
) Popi¹te volnou 
-algebru generovanou prázdnou mno¾inou.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Podalgebry jsou podmno¾iny uzavøené na obì opera
e, je to tedy prázdnámno¾ina, f0g, a pro ka¾dé pøirozené èíslo n mno¾iny fa 2 Z; jaj � ng afa 2 Z; jaj � ng [ f0g. Platí '(1)? = 0? = 0, kde¾to '(1?) = '(2) = 1,proto ' není homomor�smus 
-algeber. Proto¾e typ 
 neobsahuje ¾ádnýnulární operaèní symbol, je volná 
-algebra generovaná prázdnou mno¾i-nou prázdná 
-algebra.℄[Ú6 -7℄ Je dán typ 
 = f?g, kde ? je unární operaèní symbol. Uva¾me 
-algebruZ (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je odpovídají
íopera
e de�nována takto: pro libovolné a 2 Z klademea? = a+ (�1)a:(a) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem '(a) = 1�apro libovolné a 2 Z je homomor�smus 
-algeber.(b) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V urèené teorií fx??1 =x1g.(
) Popi¹te volnou 
-algebru F3(V ) variety V generovanou mno¾inoufx1; x2; x3g.



Svá tvrzení zdùvodnìte.[Zobrazení ' je homomor�smus 
-algeber, nebo» pro libovolné a 2 Z platí'(a?) = 1� a? = 1� (a+ (�1)a) = 1� a� (�1)a;�'(a)�? = (1� a)? = 1� a+ (�1)1�a = 1� a� (�1)a:
-algebra Z patøí do variety V , proto¾e pro libovolné a 2 Z platía?? = �a+ (�1)a�? = a+ (�1)a + (�1)a+(�1)a = a+ (�1)a � (�1)a = a:Volná 
-algebra F3(
) generovaná mno¾inou fx1; x2; x3g se skládá zev¹e
h 3-ární
h termù typu 
, tedyF3(
) = fx1; x?1; x??1 ; : : : ; x2; x?2; x??2 ; : : : ; x3; x?3; x??3 ; : : : g:Pro ka¾dý term t 2 F3(
) platí, ¾e term t?? urèuje v ka¾dé 
-algebøevariety V stejnou opera
i jako term t, protoF3(V ) = �fx1; x??1 ; : : : g; fx?1; x???1 ; : : : g; fx2; x??2 ; : : : g; fx?2; x???2 ; : : : g;fx3; x??3 ; : : : g; fx?3; x???3 ; : : : g	;kde opera
e ? je de�nována takto: pro libovolné i = 1; 2; 3 platífxi; x??i ; : : : g? = fx?i ; x???i ; : : : g; fx?i ; x???i ; : : : g? = fxi; x??i ; : : : g: ℄[Ú7 -7℄ Je dán typ 
 = f�; 0g, kde � je nulární a 0 unární operaèní symbol. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: �Z= 0 a pro libovolné li
hé x 2 Zklademe x0 = 1 a pro libovolné sudé x 2 Z klademe x0 = 0 .(a) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V typu 
 urèené teoriífx001 = �g.(b) Popi¹te volnou algebru typu 
 generovanoumno¾inou fx1; x2; x3; x4g.(
) Popi¹te volnou algebru variety V generovanou mno¾inou fx1; x2; x3;x4g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[
-algebra Z nepatøí do variety V ,nebo» napøíklad platí (x001 )Z(1) = 100 =1 6= 0 = �Z(1). Volná algebra typu 
 generovaná mno¾inou fx1; x2; x3; x4gje podle de�ni
e algebra F4(
) v¹e
h 4-ární
h termù typu 
, tj.F4(
) = f�; �0�00; : : : ; x1; x01; x001 ; : : : ; x2; x02; x002 ; : : : ; x3; x03; x003 ; : : : ;x4; x04; x004 ; : : : g;kde jsou opera
e de�novány takto: unární opera
e 0 k libovolnému termupøipí¹e apostrof, výsledkem nulární opera
e � je prvek �. Hledaná volnáalgebra variety V je F4(V ) = F4(
)= �V , kde pro t1; t2 2 F4(
) platít1 �V t2, právì kdy¾ pro ka¾dou 
-algebru A variety V oba termy t1, t2



urèují stejnou opera
i, tj. platí (t1)A = (t2)A. Ov¹em pro libovolný prveka 2 A je a00 = �A, tedy pro ka¾dý term t 2 F4(
) je t00 �V �. Proto¾ev 
-algebøe A platí �00A = �A, plyne odtud aplika
í opera
e 0, ¾e �000A = �0A,ov¹em také �000A = (�0A)00 = �A, proto �0A = �A. Je tedyF4(V ) = ffx1g; fx01g; fx2g; fx02g; fx3g; fx03g; fx4g; fx04g; Tg;kde tøída T = F4(
) � fx1; x01; x2; x02; x3; x03; x4; x04g. Výsledkem nulárníopera
e � je zde tøída T , dále T 0 = T a pro libovolné i = 1; 2; 3; 4 platífxig0 = fx0ig; fx0ig0 = T: ℄[Ú8 -7℄ Je dán typ 
 = f?; 0g, kde ? i 0 jsou unární operaèní symboly. Uva¾me
-algebru Z (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ jsouodpovídají
í opera
e de�novány takto: pro libovolné a 2 Z klademea0 = jaj; a? = (�1)a � a:(a) Rozhodnìte, zda zobrazení ' : Z! Z urèené pøedpisem'(a) = �aje homomor�smus 
-algeber.(b) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V urèené teorií fx??1 =x1; x001 = x01; x?10 = x01g.(
) Urèete poèet prvkù volné 
-algebry F1(V ) variety V generovanémno¾inou fx1g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Zobrazení ' není homomor�smus 
-algeber, nebo» napøíklad'((�1)0) = '(1) = �1;kde¾to ('(�1))0 = 10 = 1:
-algebra Z patøí do variety V , proto¾e pro libovolné a 2 Z platía?? = �(�1)a � a�? = (�1)(�1)a�a � (�1)a � a = a;a00 = ��jaj�� = jaj = a0;a?0 = ��(�1)a � a�� = jaj = a0:Volná 
-algebra F1(
) generovaná mno¾inou fx1g se skládá ze v¹e
h unár-ní
h termù typu 
, 
o¾ jsou termy x1, x?1, x01, x??1 , x?1 0, x0?1 , x001 , atd. V¾dytedy jde o x1, na které jsou aplikovány v libovolném (koneèném) poètu vlibovolném poøadí oba operaèní symboly. Rovnosti x001 = x01 a x?10 = x01 zpù-sobují, ¾e ka¾dý term, na který je naposledy aplikován symbol 0, urèuje vka¾dé 
-algebøe variety V stejnou opera
i jako term x01. Rovnost x??1 = x1zpùsobuje, ¾e ka¾dý term, na který je naposledy aplikován dvakrát symbol?, urèuje v ka¾dé 
-algebøe variety V stejnou opera
i jako tento term bezoné aplika
e. Proto ka¾dý unární term urèuje stejnou opera
i jako nìkterýz termù x1, x?1, x01, x0?1 . ®ádné dva z tì
hto ètyø vyjmenovaný
h termùnemusejí urèovat stejné opera
e, proto volná 
-algebra F1(V ) variety Vgenerovaná mno¾inou fx1g má ètyøi prvky.℄



[Ú9 -7℄ Je dán typ 
 = fn; gg, kde n je nulární a g unární operaèní symbol.Oznaème mno¾iny A = f1; 2; 3; 4; 5g and B = f6; 7; 8g. Polo¾menA = gA(1) = gA(2) = 3; gA(3) = gA(4) = 5; gA(5) = 4;a nB = gB(6) = 7; gB(7) = gB(8) = 8:Tím jsme vytvoøili 
-algebry A, B. Uva¾me teoriiT = fg(g(g(x1))) = g(n)ga varietu V typu 
 urèenou teorií T .(a) Rozhodnìte, zda 
-algebra A patøí do V .(b) Rozhodnìte, zda 
-algebra B patøí do V .(
) Popi¹te volnou algebru F0(V ) variety V generovanou prázdnou mno-¾inou.(d) Popi¹te volnou algebru F1(V ) variety V generovanou mno¾inou fx1g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[
-algebra A nepatøí do V , nebo» napøíklad gA(gA(gA(1))) = gA(gA(3)) =gA(5) = 4 6= 5 = gA(3) = gA(nA). Naproti tomu 
-algebra B patøí do V ,nebo» gB(gB(gB(6))) = gB(gB(gB(7))) = gB(gB(gB(8))) = gB(nB) = 8.Podle de�ni
e je F0(
) mno¾ina v¹e
h nulární
h termù typu 
, platí tedyF0(
) = fn; g(n); g(g(n)); g(g(g(n))); : : : g. Pøitom rovnost g(g(g(x1))) =g(n) zpùsobí, ¾e ka¾dý z uvedený
h termù, v nìm¾ se vyskytují alespoòtøi g, je kongruentní s g(n). Ov¹em aplika
í g na g(g(g(n))) � g(n) do-staneme g(g(g(g(n)))) � g(g(n)), a tedy volná algebra C = F0(V ) va-riety V generovaná prázdnou mno¾inou je dvouprvková: C = fT1; T2g,kde T1 = fng, T2 = fg(n); g(g(n)); g(g(g(n))); : : : g, pøièem¾ nC = T1,gC(T1) = gC(T2) = T2. Podobnì F1(
) je mno¾ina v¹e
h unární
h termùtypu 
, tedy F1(
) = fn; g(n); g(g(n)); g(g(g(n))); : : : ;x1; g(x1); g(g(x1)); g(g(g(x1))); : : : ga volná algebra D = F1(V ) variety V generovaná mno¾inou fx1g je pìti-prvková: D = fT1; T2; T3; T4; T5g, kde T1 = fng,T2 = fg(n); g(g(n)); g(g(g(n))); : : : ; g(g(g(x1))); g(g(g(g(x1)))); : : : g;T3 = fx1g, T4 = fg(x1)g, T5 = fg(g(x1))g, pøièem¾ nD = T1, gD(T1) =gD(T2) = T2, gD(T3) = T4, gD(T4) = T5, gD(T5) = T2.℄[Ú10 -7℄ Je dán typ 
 = fng, kde n je unární operaèní symbol. Je dána 
-algebraZ (tj. jejími prvky jsou tedy právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je unárníopera
e nZ de�nována pøedpisem: nZ(a) = a+1 pro libovolné a 2 Z (kde+ znaèí obvyklé sèítání). Dále je dána 
-algebra A = f4;
g s unárníopera
í nA de�novanou takto: nA(
) = 4, nA(4) = 
. Uva¾me teoriiT = fn(n(n(n(x1)))) = x1g a varietu V typu 
 urèenou teorií T .



(a) Rozhodnìte, zda existuje homomor�smus 
-algebry Z do 
-algebryA.(b) U obou 
-algeber A a Z rozhodnìte, zda patøí do V .(
) Popi¹te volnou algebru F0(
) typu 
 generovanou prázdnou mno¾i-nou.(d) Popi¹te volnou algebru F1(V ) variety V generovanou mno¾inou fx1g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Snadno se ovìøí, ¾e zobrazení ' : Z! A, které li
há èísla zobrazí na 4a sudá èísla na 
, je homomor�smus 
-algeber. Dosazením obou prvkù
-algebry A ovìøíme, ¾e v ní je identita teorie T splnìna, a tedy 
-algebraA patøí do variety V . Naproti tomu 
-algebra Z nepatøí do variety V ,nebo» napøíklad nZ(nZ(nZ(nZ(0)))) = 4 6= 0. Proto¾e typ 
 nemá ¾ádnýnulární operaèní symbol, neexistuje ¾ádný nulární term typu 
, a tedyvolná algebra F0(
) typu 
, generovaná prázdnou mno¾inou, je prázdná
-algebra. Volnou algebrou F1(
) typu 
, generovanou mno¾inou fx1g, jemno¾ina v¹e
h unární
h termù typu 
, tedyF1(
) = fx1; n(x1); n(n(x1)); n(n(n(x1))); : : : g:Faktoriza
í dostaneme volnou algebru B = F1(V ) variety V generovanoumno¾inou fx1g. Platí B = fM1;M2;M3;M4g, kdeM1 = fx1; n(n(n(n(x1)))); n(n(n(n(n(n(n(n(x1)))))))); : : : g;M2 = fn(x1); n(n(n(n(n(x1))))); : : : g;M3 = fn(n(x1)); n(n(n(n(n(n(x1)))))); : : : g;M4 = fn(n(n(x1))); n(n(n(n(n(n(n(x1))))))); : : : g:Pøitom nB(M1) = M2, nB(M2) = M3, nB(M3) = M4, nB(M4) = M1.℄[Ú11 -7℄ Je dán typ 
 = fng, kde n je unární operaèní symbol. Je dána 
-algebraZ (tj. jejími prvky jsou tedy právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je unárníopera
e nZ de�nována pøedpisem: nZ(a) = a� 1 pro libovolné a 2 Z (kde� znaèí obvyklé odèítání). Dále je dána 
-algebra A = f4;
g s unárníopera
í nA de�novanou takto: nA(
) = 4, nA(4) = 
. Uva¾me teoriiT = fn(n(n(x1))) = n(x1)g a varietu V typu 
 urèenou teorií T .(a) Rozhodnìte, zda existuje homomor�smus 
-algebry A do 
-algebryZ.(b) U obou 
-algeber A a Z rozhodnìte, zda patøí do V .(
) Popi¹te volnou algebru F1(
) typu 
 generovanou mno¾inou fx1g.(d) Popi¹te volnou algebru F2(V ) variety V generovanoumno¾inou fx1; x2g.Svá tvrzení zdùvodnìte.[Doka¾me sporem, ¾e ¾ádný homomor�smus 
-algeber ' : A! Z neexis-tuje. Pøedpokládejme tedy jeho existen
i. Pak 4 = nA(
) = nA(nA(4))a tedy z toho, ¾e ' je homomor�smus 
-algeber, plyne'(4) = '(nA(nA(4))) = nZ(nZ('(4))) = '(4)� 2;




o¾ nesplòuje ¾ádné 
elé èíslo '(4), spor. Dosazením obou prvkù 
-algebry A ovìøíme, ¾e v ní je identita teorie T splnìna, a tedy 
-algebra Apatøí do variety V . Naproti tomu 
-algebra Z nepatøí do variety V , nebo»napøíklad nZ(nZ(nZ(0))) = �3 6= �1 = nZ(0). Volnou algebrou F1(
) typu
, generovanou mno¾inou fx1g, je mno¾ina v¹e
h unární
h termù typu 
,tedy F1(
) = fx1; n(x1); n(n(x1)); n(n(n(x1))); : : : g. Podobnì volnou al-gebrou F2(
) typu 
, generovanou mno¾inou fx1; x2g, je mno¾ina v¹e
hbinární
h termù typu 
, tedyF2(
) = fx1; n(x1); n(n(x1)); n(n(n(x1))); : : : ;x2; n(x2); n(n(x2)); n(n(n(x2))); : : : g:Faktoriza
í dostaneme volnou algebru B = F2(V ) variety V generovanoumno¾inou fx1; x2g. Platí B = fM1;M2;M3;M4;M5;M6g, kdeM1 = fx1g;M2 = fn(x1); n(n(n(x1))); n(n(n(n(n(x1))))); : : : g;M3 = fn(n(x1)); n(n(n(n(x1)))); : : : g;M4 = fx2g;M5 = fn(x2); n(n(n(x2))); n(n(n(n(n(x2))))); : : : g;M6 = fn(n(x2)); n(n(n(n(x2)))); : : : g:Pøitom nB(M1) = M2, nB(M2) = M3, nB(M3) = M2, nB(M4) = M5,nB(M5) = M6, nB(M6) = M5.℄[Ú12 -7℄ Je dán typ 
 = fng, kde n je unární operaèní symbol. Je dána 
-algebraZ (tj. jejími prvky jsou tedy právì v¹e
hna 
elá èísla), na ní¾ je unárníopera
e nZ de�nována pøedpisem: pro libovolné a 2 Z klademenZ(a) = 8<: 1 pro a > 1,0 pro �1 � a � 1,�1 pro a < �1.Dále jsou dána zobrazení f : Z ! Z a g : Z ! Z pøedpisy f(a) = 3a,g(a) = a2 (kde u¾ité opera
e ve výraze
h znaèí obvyklé opera
e s 
e-lými èísly). Ne
h» varieta V1 typu 
 je urèená teorií T1 = fn(n(n(x1))) =n(n(x1))g a varieta V2 typu 
 je urèená teorií T2 = fn(n(x1))) = n(n(x2))gtypu 
.(a) Rozhodnìte, zda zobrazení f je homomor�smem 
-algeber.(b) Rozhodnìte, zda zobrazení g je homomor�smem 
-algeber.(
) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V1.(d) Rozhodnìte, zda 
-algebra Z patøí do variety V2.(e) Popi¹te volnou algebru F1(V1) variety V1 generovanoumno¾inou fx1g.(f) Popi¹te volnou algebru F1(V2) variety V2 generovanoumno¾inou fx1g.(g) Rozhodnìte, zda variety V1 a V2 jsou stejné.Svá tvrzení zdùvodnìte.



[Zobrazení f není homomor�smem 
-algeber, nebo» napøíklad nZ(f(1)) =nZ(3) = 1, av¹ak f(nZ(1)) = f(0) = 0. Doka¾me, ¾e zobrazení g je ho-momor�smem 
-algeber. Pro libovolné a 2 Z takové, ¾e a > 1 platí takéa2 > 1, a tedy nZ(g(a)) = nZ(a2) = 1 = g(1) = g(nZ(a)). Máme-li libo-volné a 2 Z takové, ¾e a < �1, pak a2 > 1, a tedy nZ(g(a)) = nZ(a2) =1 = g(�1) = g(nZ(a)). Koneènì pro a 2 f�1; 0; 1g platí nZ(g(a)) =nZ(a2) = 0 = g(0) = g(nZ(a)). Dvojnásobnou aplika
í nZ na libovolnýprvek 
-algebry Z dostaneme 0, proto jak varieta V1 urèená teorií T1tak i varieta V2 urèená teorií T2 obsahují 
-algebru Z. Volnou algebrouF1(
) typu 
, generovanou mno¾inou fx1g, je mno¾ina v¹e
h unární
htermù typu 
, tedy F1(
) = fx1; n(x1); n(n(x1)); : : : g. Proto¾e rovnostn(n(n(x1))) = n(n(x1)) znamená, ¾e trojnásobnou aplika
í opera
e n nalibovolný prvek dostaneme v¾dy toté¾ jako dvojnásobnou aplika
í opera
e nna tento prvek, má volná algebra A = F1(V1) variety V1 generovaná mno-¾inou fx1g tøi prvky: A = fM1;M2;M3g, kde M1 = fx1g, M2 = fn(x1)g,M3 = fn(n(x1)); n(n(n(x1))); n(n(n(n(x1)))); : : : g. Pøitom je opera
e naA de�novaná takto: nA(M1) = M2, nA(M2) = M3, nA(M3) = M3. Pro-to¾e rovnost n(n(x1))) = n(n(x2)) znamená, ¾e dvojnásobnou aplika
í ope-ra
e n na libovolný prvek dostaneme v¾dy tentý¾ prvek, je vý¹e popsaná
-algebra A také volnou algebrou F1(V2) variety V2 generovanou mno¾i-nou fx1g. Variety V1 a V2 nejsou stejné, uva¾te 
-algebru B = f1; 2g sopera
í nB(1) = 1, nB(2) = 2. Tato 
-algebra B patøí do variety V1, alenepatøí do variety V2.℄


